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Inhaltsübersicht 


Schematisierung des Zündvorgangs in einem brennbaren Gasgemisch: Ein Gebiet 
der Abmessung 7, wird auf die Temperatur 7, des Verbrannten und die Dichte 9, ge- 
bracht. Das gesamte Gasgemisch kann nicht abbrennen, die Zündung ist also nicht 
erfolgreich, wenn die Breite Ax einer stationär wandernden Flamme wesentlich größer 
wäre als 75. Als Bedingung für die Zündgrenzen wird dementsprechend angenommen 
Az © 10 ro, § 2. (8), Ist Ax < 1079, so brennt das Gemisch ab. (Der Faktor 10 rechts 
dient nur zur Veranschaulichung der Ordnung, er kann auch kleiner sein, aber wohl nicht 
wesentlich kleiner als 1). Einsetzen-der in früheren Arbeiten abgeleiteten Formel für 
Az gibt die Bedingung für die 2 Zündgrenzen in Abhängigkeit von r,, Druck p,, Tem- 
peratur 7’, im Unverbrannten, der Gemischzusammensetzung e und der Brennstoffart, 
$2 (14); im Text werden speziell die Formeln für die Verbrennung von Verbindungen 
aus Kohlenstoff, Wasserstoff und Sauerstoff verwendet. — Veranschaulichung des brenn- 
baren Bereichs: Flammengeschwindigkeit u, in Abhängigkeit von €; es muß sein: 
u,> u, wo u die den Zündgrenzen entsprechende Grenzgeschwindigkeit ist, § 2 (9) und 
Abbildung 1. % ist theoretisch für beide Zündgrenzen gleich. Allgemeine theoretische 
Aussagen über das Maximum der Verbrennungsgeschwindigkeit bei den genannten 
Brennstoffen: % max ist vom Brennstoff wenig abhängig, ebenso das zugehörige Ömax; 
beides steht im Einklang mit der Erfahrung. Das berechnete “max stimmt sogar zahlen- 
mäßig gut, dmax nur mäßig. — Elektrische Zündung: die Zündung im Funken wird auf 
Anregung zurückgeführt. Nach den Rechnungen von Bethe für den Stoß schneller 
Elektronen läßt sich die Reichweite angeben, die zugleich die Funkenschlagweite R 
darstellt, § 3 (20). Die Kapazität K des Kondensators, der die Entladung liefert, ist 
proportional dem Querschnitt des Funkens, § 3 (21c). K hat keinen merklichen Einfluß 
auf die Spannung W, des Zündfunkens, im Einklang mit den Messungen von Broihan. 
1 wird größenordnungsmäßig gleich der Funkenlänge / gesetzt. Wenn experimentell 
I~ R gemacht ist, gelten für @ und die Zündgrenzen die Gleichungen (22), (23), $ 23. 
Ist | merklich kleiner als R gewählt, so zündet der Funke nur, wenn > 1, wol die zu @ 
nach (9) gehörige Länge r, ist. Wenn / ~ R gewählt wird, ist 1 von W, abhängig. Der 
Länge | entspricht jetzt eine Mindestspannung W ,, bei der das gegebene Gemisch gerade 
noch gezündet werden kann. In der Gegend von W,* W, steigt die Zündwilligkeit ' 
(Wahrscheinlichkeit des Zündens durch den Funken) mit steigendem W, von 0 auf 100%. 
Dieser Anstieg der Zündwilligkeit geschieht experimentell in einem Spannungsbereich, 
der sich theoretisch voraussagen läßt, $4. Zu festem W, gibt es im allgemeinen 2 Ge- 
mischzusammensetzungen &, bei denen gerade noch gezündet werden kann; als Zahlen- 
beispiel die Octanverbrennung bei 5 KV Zündspannung. Gemische, deren Zusammen- 
setzung sehr von der stöchiometrischen abweicht, können nur durch hohe Spannungen 
gezündet werden, § 4. @ nimmt zu mit abnehmendem W,; bei einer Mindestspannung 
W,min kann das optimale Gemisch (e = emax), bei dem @ = u;max ist, gerade noch 
gezündet werden. Bei Zimmertemperatur im Unverbrannten liegt W „min in den Größen- 
ordnung von einigen Hundert Volt, § 4. Allgemeine Fassung der in den Arbeiten II und III 
angegebenen Regeln für die Zündgrenzen, $ 4. Verhalten der Zündgrenzen bei steigender 
Temperatur; Vergleich von Rechnung und Beobachtung für die untere Zündgrenze bei 
Methan-Luft-Mischung und rund 400° Temperaturerhöhung zeigt ganz gute quantitative 
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Übereinstimmung. Druckabhangigkeit der Zündgrenzen: bei nicht zu hohen Drucken 
im Unverbrannten theoretisch keine Abhängigkeit, experimentell geringe Abhängigkeit; 
bei hohen Drucken theoretisch und experimentell deutliche Druckabhängigkeit, die Zünd- 
grenzen erweitern sich mit steigendem Druck, $4. Der theoretische Zusammenhang 
zwischen Schlagweite R, Funkenspannung W, und Druck p, wird an den Versuchen 
von Broihan bestätigt. 


§ 1. Einleitung 


In drei Arbeiten habe ich eine Theorie der Verbrennungsgeschwindigkeit 
von gasförmigen Verbindungen entwickelt), in den letzten zwei Arbeiten ist sie 
auf Verbindungen aus Kohlenstoff, Wasserstoff und Sauerstoff angewandt worden. 
In I ist das allgemeine Schema der Theorie der Verbrennungsgeschwindigkeit 
gegeben, und die Anwendung auf Reaktion zwischen gleichen Molekülen, speziell 
die Ozonverbrennung. In II steht die Anwendung auf Reaktionen zwischen un- 
gleichen Molekülen, speziell die Kohlenwasserstoffverbrennung. In II waren 
schon auf Grund qualitativer Überlegungen theoretische Aussagen über die Zünd- 
grenzen gewonnen, und bei Paraffinen, Zycloparaffinen, Olefinen an der Erfah- 
rung geprüft und bestätigt worden. III brachte die Prüfung dieser Aussagen an 
einer großen Zahl von Verbindungen aus Kohlenstoff, Wasserstoff und Sauer- 
stoff; die Übereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung war gut. Auf- 
gabe der vorliegenden Arbeit ist es, die qualitativen Überlegungen von II und III 
über die Zündgrenzen zu einer Theorie der Zündgrenzen zu machen, und die 
Funkenzündung zu behandeln. 

Den Vorgang betrachten wir wieder als stationär, eine Flamme der Dicke Az 
wandert mit gleichbleibender Geschwindigkeit u, durch das brennbare Gemisch. 
Es soll nur eine brennbare gasförmige Verbindung vorhanden sein, die mit Luft 
gemischt abbrennt. 


§ 2. Der Zusammenhang zwischen Grenzgeschwindigkeit u und Größe 
des Zündgebietes ry 


In II (60) ist eine Formel für die Breite Ax der Flamme angegeben worden. 
Berücksichtigt man, daß dort etwas ungenau gerechnet worden ist — z. B. wurde 
statt 0,67, —r, kurz r,/2 geschrieben — so erhält man einen etwas kleineren 
Zahlenfaktor. Wir schreiben die Formel um, wie wir es in III (17) getan haben 
und erhalten: 

. 3 
Pi @ 

Hier bedeutet: 7* die absolute Temperatur / 300; der Index r bezieht sich 
auf das Verbrannte, / auf das unverbrannte Gemisch ; pj ist der Druck im Unver- 
brannten in at, %, die Flammengeschwindigkeit in cm/sec, Q’ die Reaktionswärme 
der Bruttoreaktion in Cal pro mol. Als Bruttoreaktion verwenden wir im folgenden 
immer die vollständige Verbrennung zu CO, und H,O (vgl. II, § 2). Die Gemisch- 


1) Karl Bechert, Ann. Physik (6) 4, 191 (1949) (Arbeit I); (6) 5, 349 (1950) (Arbeitll). 
Ein kurzer Bericht über die Ergebnisse von I und II erschien im Sommerfeld- 
der Z. f. Naturforschung 8a, 584 (1948). Ferner: Z. Elektrochem. (im Druck) (dr 
beit III). Eine vorläufige Mitteilung, welche theoretische Aussagen über die Zündgrenzen 
und den Vergleich mit Beobachtungen enthielt, in: Naturwiss. (im Druck). 
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zusammensetzung, bei welcher vollständige Verbrennung zu Kohlensäure und 
Wasser nach der chemischen Umsetzungsgleichung möglich wäre, heißt stöchiome- 
trische Mischung. oa, ist das Verhältnis der Brennstoffmolzahl zur gesamten Mol- 
zahl des Gasgemisches, bei stöchiometrischer Mischung, beides für das Unver- 
brannte gemeint. Für einen Brennstoff der Bruttoformel C,, Hy» Oys gilt, wenn 
er in Luft abbrennt: 


3) -4,76 (vgl. III, § 1); (2) 
e, ist immer recht klein gegenüber 1. Ist weniger Brennstoff vorhanden als der 


stöchiometrischen Mischung entsprechen würde, so herrscht Luftüberschuß; ist 
mehr Brennstoff vorhanden, herrscht Brennstoffüberschuß. & bedeutet im Gebiet 


«des Luftüberschusses die Größe 


(3) 
wo o das Verhältnis der Brennstoffmolzahl zur gesamten Molzahl bedeutet, beides 
für das unverbrannte Gemisch gebildet. Im Gebiet des Brennstoffüberschusses 
ist & die Größe 
1-0, 1-o,' 


(4) 


e< 1 oder auch 6 > 1 bedeutet Luftüberschuß, e>1 oder auch 6< 1 Brenn- 


stoffüberschuß; = 1 oder 6 = 1 ist der stöchiometrische Punkt. e= 0, 6 = — 
heißt: kein Brennstoff, nur Luft; & = - , 6= 0 heißt: nur Brennstoff, keine Luft. 

Für die meisten Verbindungen aus Kohlenstoff, Wasserstoff und Sauerstoff 
hat Q’o, Werte in der Gegend von 23 Cal pro Mol, vgl. III, $ 3. Im Gebiet e<1 
steigt ©, mit steigendem Brennstoffzusatz, also mit steigendem ¢. Dies gilt über 
e=1 hinaus bis zum Maximum von %,; von da an sinkt uw, mit wachsendem & 
(II, § 6). Zünden der brennbaren Mischung gelingt aber nur, wenn & über einem 
Mindestwerte,, liegt und unter einem Größtwert &, (bzw.über ö,). &, heißt untere 
Zündgrenze, e, obere Zündgrenze. 

Für 7,» 300° abs geht 7’, nicht über etwa 2400° abs (II, § 6); allgemein 
steigt 7’, im Gebiet ¢< 1 mit wachsendem ¢ ziemlich schnell und ungefähr linear 
bis zum stöchiometrischen Punkt, und nimmt im Gebiet e > 1 mit wachsendem & 
langsam und wieder ungefähr linear ab (II, $ 2). 

Benützt man die Formeln (12a,b) von II für 7, — 7’, und den in II, $2 ange- 
gebenen Wert 10cal/grad für die mittlere Molwärme M,c, des Gasgemisches?), 
so wird: 

Ty" 


Pr 


Ax [em]. (5) 


Den Zündvorgang schematisieren wir so: ein Gebiet der Abmessung r,, das 
„Zändgebiet‘‘, ist durch den Zündvorgang auf die Temperatur 7’, und die Dichte o, 
gebracht worden. Außerhalb dieses Gebietes herrscht 7',,0, und es ist unver- 


*) M, ist das Molekulargewicht der Gasmischung im Unverbrannten, c, die mitt- 
lere spezifische Wärme der Gasmischung. 
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branntes Gemisch vorhanden. Ob das Gebiet r, Kugelgestalt hat oder anders 
aussieht, spielt für die folgende Dimensionsbetrachtung keine Rolle. Es ist auch 
nicht wesentlich, ob die Temperatur im ,,Ziindgebiet“‘ r, genau 7',, und die Dichte 
genau o, ist. Zwischen 7’ und o besteht der Zusammenhang der Gasgleichung; 
der Druck p ist im Verbrannten praktisch ebenso groß wie im Unverbrannten, 
vgl. I, § 6 (50). 

Eine größere Gasmasse vom Ziindgebiet 7) aus zum Abbrennen zu bringen, 
wird dann nicht gelingen, wenn Az wesentlich größer wäre als r,, etwa gleich 101%, 
weil dann das von der Wärmeleitung erfaßte und auf hohe Temperatur gebrachte 
Gebiet wesentlich größer sein müßte als das Gebiet r,. Man findet dasselbe Er- 
gebnis auch so: Nach der Wärmeleitungsgleichung ist die für den Wärmetrans- 


port charakteristische Geschwindigkeit von der Ordnung: , wo A die Wärme- 


leitfähigkeit bedeutet, c, die spezifische Wärme bei konstantem Druck und r’ 
die Abmessung des Gebietes, von dem aus die Wärme nach außen transportiert 
wird. Eine Abschätzung zeigt, daß in unserem Fall r etwa gleich 37, zu setzen ist. 


Wegen J ew D, wo D die Diffusionskonstante bedeutet, kann man diese charak- 
teristische "Geschwindigkeit auch schreiben: 


D 
(6) 


Wenn «, deutlich größer ist?) als die Flammengeschwindigkeit u,, welche dem 
Weiterwandern der Reaktion entspricht, wenn etwa u, » 3, ist, wird die Reak- 
tion nicht wesentlich über das Zündgebiet r, hinauswandern können. Dann wird 
die Flamme ausgehen. Nach I (116a) gilt: 


D 
u, ~ . (7) 


Die Bedingung für das Ausgehen einer so gezündeten Flamme: w, < u,/3 bedeutet 
wieder: Ax größer als etwa 10r,. Schließlich kann dasselbe Ergebnis auch durch 
eine Dimensionsbetrachtung gefunden werden, wenn man sich die Differential- 
gleichungen vollständig hinschreibt, welche den nichtstationären Vorgang der 
Ausbreitung der Reaktion vom ursprünglich gezündeten Gebiet aus beschreiben: 
Die Massenerhaltung, die Impulsgleichung, die Energiegleichung und die Erhal- 
tung der Atomzahl. Man bilde aus den Gleichungen alle dimensionslosen Größen 
und suche aus ihnen die für den Vorgang maßgebenden Geschwindigkeitsver- 
hältnisse. 
Als Bedingung für die Zündgrenzen haben wir also: 


Az 10r, , 
oder damit gleichbedeutend: die Grenzgeschwindigkeit « von u, ist gegeben durch: 


wu,/3. (8a) 

3) uw, ist etwa in demselben Sinn eine charakteristische Geschwindigkeit für den 

Wärmetransport, wie die Halbwertszeit eine charakteristische Zeit für den radioaktiven 

Zerfall ist. Es kommen wesentlich größere und kleinere Geschwindigkeiten beim Wärme- 

transport vor, die höheren Temperaturen wandern außerhalb des ursprünglich erwärmten 

Gebietes deutlich langsamer als die tieferen. Bei reiner Wärmeleitung fällt die Temperatur 
natürlich im Kern des ursprünglich erwärmten Gebietes, wäbrend sie außen steigt. 
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Die Geschwindigkeit @ ist durch die Diffusionskonstante D der Gasmischung 
gegeben und durch die Größe r des durch den Zündvorgang ursprünglich gezün- 
deten Gebietes. Bei gleichen Versuchsbedingungen der Zündung kommt es also 
für @ nur auf D an,*und dies ist bei den meisten Brennstoffen aus Kohlenstoff, 
Wasserstoff und Sauerstoff im brennbaren Gebiet praktisch gleich. Denn die 
Luftmolzahl bei der Verbrennung solcher Brennstoffe in Luft ist in der Regel 


weit größer als die Brennstoffmolzahl. Es ist 4 meist> 1, was sich größenord- 


nungsmäßig darin ausdrückt, daß > 1 ist. Se für Verbindungen mit kleiner 


Kohlenstoffatomzahl im Molekül wie Methan, Aethylen gilt dies nicht, besonders 
nicht an der oberen Zündgrenze, wo o den im Zündbereich größtmöglichen 
Wert hat. Sieht man von diesen Ausnahmen ab, so kann % als für alle Brennstoffe 
der hier betrachteten Art praktisch gleich gelten, wenn die Versuchsbedingungen 
sonst gleich sind. Diesen Schluß hatten wir in II ohne die Formel (6) gezogen, 
hatten dort auch auf die Ausnahmen schon hingewiesen, welche die Brennstoffe 
mit kleiner Kohlenstoffatomzahl bilden. 
Aus der Zündgrenzenbedingung (8) wird wegen (5): 


6,7: 10° 


ÜR 
pi To 


(9) 


Man kann jetzt wie in II weiter schlieBen; der Unterschied gegeniiber II besteht 
nur darin, daß wir jetzt @ kennen, durch meßbare Größen ausdrücken können. 
Wir setzen uj aus II (56a) in (9) ein und erhalten, da hier wu, = @ ist: 


1 +. Y4/b 


. . 
(10) 
wee) | 
Pi To 


Die Bedeutung der Bezeichnungen ist: tT = E Aktivierungsenergie der Brutto- 


reaktion der Verbrennung pro Molekül, k Boltzmannsche Konstante, A, = Zr R 
g für die Reaktion wirksamer StoBquerschnitt, Mreı die resultierende Masse der 


Reaktionspartner, Q’ ist hier in erg pro Mol gemeint. 5 hat für e <1 andere 
Bedeutung als für e> 1. Es ist fiir ¢ < 1: 


(11a) 


7% 132" 


(11) 


(12) 


a 

für e >1: 

1-d a 1 

i 
Die Abkürzung a bedeutet: & 
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tT, läßt sich mit der Abkürzung e von Gleichung (3), (4) schreiben: 


(13) 


a hängt nur wenig von der Art des eine ab, wie in III für die hier betrach- 
teten Brennstoffe gezeigt ist, auch ee ist fast unabhängig davon. Außerdem 


ist der erste Faktor links in (10) nur veränderlich mit ¢ oder 6 und mit der Art 
des Brennstoffes; der 4. Faktor ist für die hier betrachteten Verbrennungen prak- 
tisch konstant. Weitaus am schnellsten veränderlich ist e—**, das mit ¢ veränderlich 
ist. Andererseits ist E vermutlich von der Brennstoffart bei den hier betrachteten 
Verbindungen fast unabhängig (II, $6). Durch Logarithmieren von (10) erhält 
man, wenn man noch die Zahlenwerte aus II einsetzt, und Q’ in Cal pro Mol rechnet: 


1 


75,5 

(1+ 
Man sieht, daß bei gleichbleibendem pj - 7), 7 die Größe & ziemlich unempfind- 
lich gegen Änderungen der Brennstoffart ist, sobald a diese Eigenschaft hat. Das 
letztere trifft aber in unserem Fall zu, wie in II und III gezeigt wurde. Dort 
. wurden die unteren Zündgrenzen berechnet unter der Annahme, daß @ bei gleich- 
bleibenden Versuchsbedingungen praktisch gleich sei, was zutrifft, wie wir ge 
sehen haben. @ wurde aus der gemessenen unteren Ziindgrenze für einen Kohlen- 
wasserstoff berechnet und ergab sich zu 0,97 cm/sec. Mit (10) können wir @ rein 

theoretisch bestimmen, siehe $ 4. 


(14) 


Wir zeichnen in’ Abbildung 1 das Verhalten der Flammengeschwindigkeit in 
Abhängigkeit von der Gemischzusammensetzung ¢ auf. Es ist zu beachten, dab 


% 


Brennstoffüberschuss 


Abb.1. Die Flammengeschwindigkeit u, in Abhängigkeit von der Gemischzusammet 
setzung & = o/o,, schematisch. 
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6 einen -~ anderen Maßstab auf der waagerechten Achse als ¢ bedeuten würde; 
wegen d= m und o,<1 würde der ganze Bereich, in dem Verbrennung 
möglich ist, auf Werte in der Nähe von ö — 1 beschränkt sein. An der waagrechten 
Achse ist auch & angedeutet, das für e< 1 mit & übereinstimmt, für ¢ >1 mit d. 


uj; ist bestimmt durch: 


1 -V4/b 


, 1 \ 
— -e—t *; 15 
Q@ in Cal pro Mol. 
Für das Maximum von 4, finden wir. mit den Abkürzungen: 
a a a 
a = a. 16a 
Ty (1 To Os T, 
durch logarithmisches Differentiieren die Bedingung: 
be er 3 9 


9 


a’ bedeutet hier a/, wenn e<< 1, dagegen a’, wenn ¢ > 1. (16b) zeigt, daß das 
Maximum nicht am stöchiometrischen Punkt liegt; denn für e= 1 wird 
b=0, Pas die Bedingung zu die Pa an: T, = 1, was verlangen würde: 


1+ pei aso: ~ = 30a 2,3:10% “abs. Der 


wahre Wert von -4 ist aber 10mal größer. 


Wir begniigen uns mit einer Diskussion von (16b), die fiir unsere Zwecke aus- 
teicht. Das Maximum von u, liegt im Gebiet des Brennstoffiiberschusses, wie 
z.B. die in II,§6 gezeigten Rechnungen zur Hexan-Verbrennung erläutern; 
es liegt nahe bei d = 1. Der Faktor vor der geschweiften Klammer in (16b) hat 


im Gebiet des Brennstoffiiberschusses den Wert: = = bo,. (16b) kann nähe- 


rungsweise geschrieben werden: 


6,0,7.2 16c 
20; T, bb 40, (16e) 


Das läßt sich vereinfachen zu: 


b,(2— 5b.) (16d) 


Näherungs weise: 


sch 
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| 
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der Index deutet an, daß dieses 6, zum Maximum von u, gehört. Einsetzen aus 
(11b) führt auf: 

(17a) 
a hat die Größenordnung von 7 bis 8; 7 kann nicht über 3 bis 4 gesteigert 
werden. 4 liegt also wirklich immer nahe an 1: 


Ömax © 0,93. (17b) 
Das zugehörige t, ist nach (13): 
T, R 
Trmax © 7 Fa” (17e) 


Diese Gleichungen lehren: 


1) Tmax ist vom Brennstoff nicht sehr abhängig, weil und solange a diese 
Eigenschaft hat. Für die in II und III untersuchten Brennstoffe trifft dies in 
guter Näherung zu. Die Temperatur im Verbrannten beim Maximum 
der Flammengeschwindigkeit ist also vom Brennstoff ziemlich un- 


abhängig. Dabei ist benützt, daß 7, das in z, steckt, für die betrachteten 
Brennstoffe denselben Wert hat. 


2) Eine nähere Untersuchung von (15) zeigt: %, max ist vom Brennstoff 
wenig abhängig, solange die Voraussetzungen von 1) gelten. Die Behauptung 2) 
-wurde in II an zwei Zahlenbeispielen erläutert (dort, $ 6), aber nicht allgemein 
theoretisch bewiesen. Daß sie der Erfahrung an den Paraffinen entspricht, 
wurde schon in II gesagt. Sie gilt auch für andere Verbindungen. Auch den 
Zahlenwert von % max kann die Theorie darstellen (II, $ 6): %max ~ 30 cm/sec; 
beobachtet ist etwa 35 cm/sec. 


3) dmax, die Gemischzusammensetzung beim Maximum der Ver- 
brennungsgeschwindigkeit ist vom Brennstoff fast unabhängig. Auch 
dies ist erfahrungsgemäß richtig. 


Große numerische Genauigkeit können unsere Näherungsgleichungen (l6e 
bis 17ec) nicht beanspruchen. 


Zu gegebenem r, gehört bei festem p,, 7’, ein bestimmtes @ nach (9). In Ab- 
bildung 1 ist ein solches durch die gestrichelte Horizontale bezeichnet. Da % 
immer > @ sein muß, ist nur der über der Horizontalen liegende Teil der w,-Kurve 
physikalisch realisiert. Die Schnittpunkte der gestrichelten @-Geraden mit der 
u,-Kurve sind die Zündgrenzen ¢, und ¢,. Liegt das wirkliche Mischungsverhältnis 
& des Gasgemisches nicht in dem Bereich zwischen ¢, und ¢,, dann kann das Ge- 
misch bei diesen Druck- und Temperaturwerten nicht zum Abbrennen 
gebracht werden, die im Bereich r, gezündete Verbrennung geht wieder aus. 
Liegt ¢ zwischen den beiden Zündgrenzen, dann brennt das Gemisch ab, wenn 
im Bereich: r, wirklich die in $2 für das Abbrennen dieses Bereiches genannten 
Bedingungen erfüllt sind, wenn in ihm also überall praktisch die Temperatur 7, 
erreicht worden ist. 
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Das letztere braucht bei elektrischer Ziindung nicht der Fall zu sein, denn es 
hängt von den Versuchsbedingungen ab, ob die im Funken laufenden Elektronen 
praktisch die meisten der in seinem Bereich vorhandenen Moleküle soweit an- 
regen, daß die Reaktion im Funkengebiet abläuft. Die elektrische Zündung 
untersuchen wir jetzt. 


§ 3. Elektrische Zündung 


Bei der elektrischen Zündung durch einen Zündfunken laufen im Funken 
schnelle Elektronen durch das Gas, verlieren Energie an die Gasmoleküle und 
veranlassen so das Abbrennen einer gewissen Gasmenge im Funkenbereich. Der 
Energieverlust pro. cm Weg ist für Elektronen aus den Rechnungen von Bethe *) 
bekannt. Wir bezeichnen die kinetische Energie des Elektrons mit W, die Elemen- 
tarladung mit e, die Molekülzahl im cm? der unverbrannten Gasmischung mit n,, 
die Oszillatorstärken der beim Stoß in Betracht kommenden Energienniveaus 
der gestoßenen Moleküle mit fn„”, die mittlere Anregungsenergie5) der Schale 
(n’,n’’) mit Dann gilt: 


Für die Oszillatorstärken setzen wir den nach Bethes Rechnungen brauchbaren 
Näherungswert 1; für Ay,” übernehmen wir den Betheschen Wert von 35 eVolt 
(Bethe 8S. 376), messen auch W in eVolt und erhalten für die Summe in (18): 


W 
rund 14-In (5) . So wird aus (18): 
dW_ pf 
4,4 10°. (18a) 
W\ d 


Die Formel ist nur sinnvoll, solange W größer als 17,5 eVolt ist. Die Reichweite R 
der Elektronen bekommen wir dadurch, daß wir (18a) integrieren von der anfäng- 
lichen Energie W, der Elektronen bis zu einer Grenzenergie W,, bei der sie prak- 
tisch nichts mehr zur Zündung beitragen. Mit der Substitution 


(19a) 
wird 
| 
J 144 10-R. (19b) 
b 


Wenn W,> W,, was bei uns zutrifft, kann man angenähert schreiben: 


W; 
Rz 
(8) or 


- 1,1: 10 [em]. (20): 


4) H. Bethe, Ann. Physik (5), 5, 325 (1940); dort S. 371, Gl, (66). 
5) n’ ist bei uns die Hauptquantenzahl n; n" ist die Azimutalquantenzahl l der 
Schrödingerschen Theorie. n und / haben wir schon als Bezeichnung für anderes fest- 


gelegt 
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Für das Abbrennen des Gebietes r, ist nötig, daß auf die meisten der ing, 
enthaltenen Moleküle die Aktivierungsenergie E übertragen wird. Durch Stoß 
auf die Atomkerne kann bei den üblichen Funkenspannungen nicht genug Energie 
übertragen werden; es kommt deshalb nur Anregung der Moleküle in Frage. De 
Übergang wird als „optisch verboten“ schematisiert werden können. Wäre e 
das nicht, so müßte die Reaktion durch Einstrahlung violetten Lichtes in Gang ge 
setzt werden können. Wir verwenden deshalb die bei Bethe *) angegebene Formel 
für den Wirkungsquerschnitt der Anregung optisch verbotener Übergänge. Wem 
wir uns hier für einen Übergang mit Quadrupolmoment entscheiden, so bedeutet 
das nur die Festlegung des Zahlenfaktors, der in der folgenden Gleichung (2le) 
links steht. Er wird anders für optisch verbotene Übergänge anderer Art; der 
aus (21c) zu ziehende qualitative Schluß bleibt davon unberührt. 

Wenn N Elektronen pro em? und sec ankommen, so ist die Zahl der Elektronen, 
welche auf der Strecke dx eine Energie von der Größe E übertragen, größen- 
ordnungsmäßig: 


1,6: 108. (21a) 


Nn,d«- 


W,, ist in eVolt gemeint, ay ist der Wasserstoffradius im Grundzustand ~ 5 10cm, 


ii BEN 10? erg sec ist das durch 2 geteilte Plancksche Wirkungs- 


quantum, Ey,” die Ionisierungsarbeit aus dem angeregten Zustand in eVolt, 
wir nehmen sie zu rund 2eVolt an; m ist’die Elektronenmasse ~ 9 - 10-%g; 
13,6 ist die Ionisierungsspannung des Wasserstoffs in eVolt; der letzte Faktor 
in (21a) kommt von der Umrechnung des E,.„- von erg auf eVolt. Wenn der 
Funke durch vollständige Entladung eines Kondensators der Kapazität K (cm) 
bei der Spannung W, entsteht, so ist die Gesamtzahl der im Funken während 


der Entladung übergehenden Elektronen: a _ , wo e die Elementarladung in 


elektrostatischen Einheiten bedeutet, daher auch der Faktor 1/300. Aus (21a) 
folgt für die Zahl der angeregten Moleküle, die auf der Strecke J durch die Ent- 
ladung erzeugt werden: 

Kn,l-3-10*. (21b) 


Diese muß annähernd so groß sein wie die Zahl der Moleküle im Funkenkanal: 
n,lo’, wenn o’ der mittlere Querschnitt des Funkenkanals ist. Das gibt: 


K-3:10® (21c) 


Für Oktupolübergänge würde der Zahlenfaktor links sich mit etwa 10-1 multi- 
plizieren, aber die Gleichung sich sonst nicht ändern. Welchen Wert o’ hat, hängt 
wesentlich von der Elektrodenform ab. Solange die Elektronendichte im Funken 
nicht so hoch ist, daß ihre gegenseitige Abstoßung den Querschnitt o’ bestimmt, 
solange wird man o’ bei gegebener Elektrodenform als unabhängig von der Span- 
nung ansehen können, wenn die Funkenlänge J immer gerade gleich der Schlag- 
weite R gewählt wird. Das heißt: in solchen Fällen hat die Kapazität des 
Kondensators praktisch keinen Einfluß auf die Spannung des Zünd- 


H. Bethe, 1. c. 8.378, Gl. (72a). 


7 

K 

funk 
ande: 
seine 
nung 
Abhi 
Uber 

A 
Läng 
es of 
ents} 

W, i 
prop: 
temp 

4 W, i 

\ 
ein ] 
gleic 
ag Spar 
zünd 
jenig 
man 
die 
sten 

sen 
zur 


K. Bechert: Theorie der Zündgrenzen und Zündung von brennbaren Gasgemischen 123 


funkens. Das entspricht der Erfahrung insofern, als W, sich nur wenig mit K 
ändert. F. Broihan’?) hat Versuche gemacht, bei denen 1 = R gewählt war; unter 
seinen Versuchsreihen gibt es welche, bei denen sich K über einen großen Span- 
nungsbereich gar nicht ändert, in den meisten Versuchsreihen ist eine geringe 
Abhängigkeit der Spannung W, von K zu sehen. Für unsere Zwecke genügt diese 
Überschlagsbetrachtung. 


Als bestimmende Länge r, wird man im Zündfunken größenordnungsmäßig die 
Länge / der Funkenbahn ansehen können. Stellt man also die Elektroden, wie 
es oft geschieht, gerade auf die Schlagweite ein, welche der angelegten Spannung 
entspricht, so ist J = R, und aus (9), (20) folgt: 


Wi sec} ’ (22) 
W, in Volt. Man sieht: @ wächst nur mit der Wurzel aus 7',, also schwächer als 
proportional zu 7',, wie wir in II, $8 vermutet hatten. Von p, ist @ in unserer 
Näherung unabhängig. Für W, = 5kV Zündspannung ergibt sich bei Zimmer- 
temperatur (77 = w1,4cm/sec. Die Zündgrenzenbedingung (14) 
wird jetzt: 


7,/2(—1+ V1+4/b) (In(W,/17,5))? 
- 1,5 . 
ı\l+ 
Ti 


W, ist in Volt, Q’ in Cal pro Mol gemeint. 


(23) 


§ 4. Folgerungen und Vergleich mit der Erfahrung 


Wenn der Abstand / zwischen den Elektroden fest eingestellt wird, springt 
ein Funke beim Steigern der Spannung zum ersten Male über, wenn / mindestens 
gleich der Schlagweite R ist. Die maBgebende Länge ro =I ist dann von der 
Spannung unabhängig; die letztere muß nur größer sein als die aus (20) berechnete 
Überschlagsspannung W,, die sich für R=1 ergibt. Der überschlagende Funke 
zündet das Gemisch aber nur dann, wenn das mit r, = 1 berechnete @ unter dem- 
jenigen a, liegt, das man aus dem vorgegebenen & des Gasgemisches mit (15) 
berechnen kann, vgl. die Abbildung 1. Je kleiner /, desto höher liegt ü. Je näher 
man mit & an u, kommt, desto mehr kommt man in den Bereich, wo Az vergleich- 
bar ist mit r,, desto weniger zündwillig wird das Gemisch. Die Erfahrung lehrt, 
daß wirklich mit kleiner werdendem Z auch bei ziemlich hoher Funkenspannung 
die Zändwilligkeit sinkt. Für jede Gemischzusammensetzung gibt es einen klein- 
sten Abstand . 

(24) 
pi % 


7 F. Broihan, Z. angew. Ch., B, 20, Heft 7 (1948). — Herr Prof. Christian Gerth- 
sen war so freundlich, mir eine Zusammen. tellung aller Messungen von Herrn Broihan 
zur Verfügung zu stellen. 
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D 
bei dem gerade noch gezündet werden kann. Setzt man «, in (24) ein, so erhält | 
man natürlich wieder (14), denn / ist hier r, und entspricht der Zündgrenze. 
! wird mit wachsendem u, kleiner. Da aber %, < max ist, hat 1 eine unter 
Grenze Imin, den kleinsten Abstand, bei dem das optimale Gemisch 
(€ = £max) gerade noch gezündet werden kann. Er ist gegeben durch: Man 
| 
; 6,7: 10%. 77 
Loin . 25 
. PT Ymax 


Für Zimmertemperatur und Atmosphärendruck im Unverbrannten erhält man 
mit %max 35 cm/sec, was den Paraffinen entspricht, den Wert: lmin + 0,02 mm. 


Zu jedem festgewählten 1 = r, gibt es aus (14) wegen der 2 Bedeutungen von 
b und € im allgemeinen 2 Werte von e. Es sind die Gemischzusammensetzungen 
der beiden Zündgrenzen, die zu 1 gehören, also diejenigen e-Werte, für die 1 gleich 
dem Mindestabstand / ist. 


Wählt man dagegen den Abstand / immer gleich R, dann wird r, = 1 von der 
Spannung abhängig, und für @ gilt (22). Die Zündgrenzenbedingung ist dann 
(23). Auch hier muß J >/ sein; | hängt jetzt von der Spannung ab. Die zul 
gehörige Mindestspannung W, des Funkens, die bei gegebenem & ge- 
rade noch zündet, ist der aus (23) berechenbare Wert W,. Mit höherer Span- 
nung kann das Gemisch bei diesem & gezündet werden, doch wird die Zündwillig- 
keit in der Nähe dieses Grenzwertes W, gering sein. Sie wird von da aus mit 
steigender Spannung W, allmählich steigen, weil man sich immer weiter vom 
kritischen Bereich entfernt, in dem Ax vergleichbar mit 1, also mit der Schlag- 
weite R ist. Schließlich wird die Spannung hoch genug sein, so daß Ax wesent- 
lich kleiner als / wird. Dann ist die Zündwilligkeit 100%, geworden, jeder Funke 
bringt das ganze Gas zum Abbrennen. Man wird erwarten können, daß die Zünd- 


willigkeit von 0% auf 100%, steigt, wenn “7 sich um den Faktor 1/2 bis 1/10 


verkleinert (siehe Gl. (8)), d. h., wenn die Schlagweite vom Grenzwert / an auf 
das 2- bis 10-fache wächst. Das bedeutet Multiplikation der Spannung mit dem 
Faktor / 2 bis yıo . Nach den Versuchen von Broihan steigt die Zündwilligkeit 
wirklich in der geschilderten Weise mit der Spannung an, und zwar gerade in 
einem Spannungsbereich, welcher einer Multiplikation der kleinsten Zündspan- 
nung W, mit einem Faktor der eben abgeleiteten Größenordnung entspricht. 


Zu gegebenem W „gibt es wegen der 2 Bedeutungen von b und & im allgemeinen 
2 Werte von &, welche die Gl. (23) erfüllen. Es sind die Gemischzusammensetzungen wert 
für die untere und obere Zündgrenze. Gemische, für welche w, über der zu den 
Zündgrenzen gehörigen Grenzgeschwindigkeit @ liegt, können bei diesem W, 
gezündet werden. Z.B. hat man für Octan bei Zimmertemperatur und 5kV proc 


gesä 
Zündspannung: Tf 1; = - 1,07 - 4,19 - 102 Cal-! (nach II (57b))= Ver! 
i - 1 un 
= 4,5-10-*Cal; W,=5-10; a= .7,47 (IL (57b)) = 7,30; += 605; 
(1—e)* 


7,7508 ’ a= 147808 
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Die Bedingung für die untere Zündgrenze wird so: 
inf 1 + (1/2) V 


1,/2(—1+ V1+ 4/b,) 


1 + 7,30¢ 


Man findet: e=059; 1,=14,23; 1- pf mm; Ax pe 0,5 em; 


üw 1,4 cm/sec. Für die obere Zündgrenze gilt: 


V 
7,/2(—1+V1+ 4/b,) 


Hier ergibt sich ¢, in der Gegend von 30. Das heißt: mit einem Zündfunken 
so hoher Spannung kann theoretisch bis weit in das Gebiet des Brennstoffüber- 
schusses hinein gezündet werden. Doch ist unsere Schematisierung der Verbren- 
nung im Gebiet des Brennstoffüberschusses nicht so gut, daß man quantitative 
Schlüsse ziehen könnte; der Zahlwert von &, ist sicher zu hoch, aber das quali- 
tative Ergebnis wird richtig sein, es sieht ja auch plausibel aus. 


Für W, = 2kV würde e ~ 0,8 und &, = 25. Man sieht, wie die Zündgrenzen 
zusammenrücken mit abnehmendem W,. 


Allgemein gilt in dem Falle, daß die Funkenlänge / gleich der Schlagweite 
R gewählt ist: ein gegebenes Gemisch beginnt erst zündwillig zu werden, wenn 
die Spannung über dem aus (23) berechenbaren W, liegt. Da @ nach (9) eine 
monoton abnehmende Funktion von u, = R ist und R nach (20) eine monoton 
wachsende Funktion®) von W,, so ist @ eine mit steigendem W, monoton abneh- 
mende Funktion. W, nimmt aber mit stark abnehmendem & "gewaltig zu; Ge- 
mische mit geringem Brennstoffzusatz können nur durch hohe Spannungen ge- 
zündet werden. Natürlich gilt (23) nicht bis zu sehr kleinen & herunter, weil dann 
die allen Näherungsformeln zugrunde liegende Voraussetzung r,>r, nicht mehr 
erfüllt ist. Umgekehrt nimmt % zu mit abneimendem W,; der Bereich von zünd- 
baren Gemischzusammensetzungen ¢ wird u/n so kleiner, je kleiner W, ist. Dem 
größten Wert % max von @ entspricht eine Mindestspannung W,min, bei der 
das optimale Gemisch (¢ = &max) gerade noch gezündet werden kann. 
Für sie gilt wegen (20) und (9): 


.1,66 - 


W, min” 6- 10° VT} 
In(W, min/17,5) 


(26) 


max! 


Für Zimmertemperatur wird W„min © 750 Volt. Die hier gegebenen Zahlen- 
Werte von Ujmax, Wamin gelten größenordnungsmäßig für die in II und III unter- 
suchten Verbindungen aus Kohlenstoff, Wasserstoff und Sauerstoff: Paraffine 
(also auch für Methan!), Cycloparaffine, Olefine, Benzol und Methylsubstitutions- 
produkte desselben, einwertige aliphatische primäre Alkohole, aliphatische Äther, 
gesättigte aliphatische Ketone, Formiate, Acetate und einige weitere dort genannte 
Verbindungen. Wahrscheinlich gelten sie größenordnungsmäßig für alle Verbin- 
dungen aus Kohlenstoff, Wasserstoff und Sauerstoff bei nicht zu kleiner Kohlen- 


®) Es ist W,> 30 eVolt. 
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stoffzahl im Molekül, was mit mäßigem Aufwand an numerischer Rechnung 
geprüft werden könnte. 


Unsere Überschlagsbetrachtungen in II,$8 und in III zu den Zündgrenzen 
beziehen sich auf die üblichen Zündspannungen von einigen tausend Volt. Das 
vorhin durchgerechnete Beispiel des Octans lehrt, daß sich dann die in II ange- 
gebenen Größenordnungen von @ ~ 1 cm/sec und Ax ~ 1 cm ergeben. Die in I 
und III aufgestellten Regeln für die Ziindgrenzen können wir jetzt allgemein 
für die obengenannten Verbindungen fassen: ’ 


An der unteren Zündgrenze ist e, an der oberen Zündgrenze ist 6, von der Art 
der Verbindung fast unabhängig, wenn die Versuchsbedingungen gleich gewählt 
werden. Das gleiche gilt für aS 0, =e o,, annähernd auch für r,. Von der 


Art der Verbindung ist auch 1° fast unabhängig. 


Qa, 


Wie die Ziindgrenzen sich INN mit steigender Temperatur 
T, des unverbrannten Gemisches, das kann man aus (23) ableiten. Die 
Rechnung läuft ganz ähnlich wie die für das Maximum von w,, die wir in § 2 ge- 
macht haben. So lange & nicht nahe an 1 liegt, so lange der Zündfunke nicht zu 
klein ist, verschieben sich die Zündgrenzen mit steigendem 7’, nach kleineren ¢: 
Die ne, erweitern sich, wie es aus der Erfahrung bekannt ist. Bei e =1 


wird or = 0, die Ziindgrenze (es ist die untere) ist hier stationär. Geht man 
mit der unteren Ziindgrenze über ¢ = 1 ins Gebiet des Brennstoffüberschusses, 
was theoretisch beim Ziinden iiberfetteter Gemische mit geeignet kleiner Ziind- 


spannung möglich ist, dann verschiebt sich ¢,, mit steigendem 7’, u nach 
kleineren 6, also nach fetteren Gemischen. In der Nähe von &max wird - 7 > 0, 


die Zündgrenze wandert nach größeren 6, nach magereren Gemischen. Nach Über- 
schreiten von &max behält die Zündgrenze (es ist jetzt die obere) dieses Verhalten 
noch eine kleine Spanne lang bei, bis eee _bei noch größeren & sich das 


normale Verhalten wieder einstellt; es ist dann an <0, die obere Zündgrenze 


wandert mit steigendem 7’, nach kleineren 6, wodurch der Zündbereich größer wird. 
Ich bin nicht sicher, ob die theoretischen Behauptungen der letzten vier Sätze über 
das Verhalten der Zündgrenzen in der Nähe des stöchiometrischen Punktes und 
des Maximums der Flammengeschwindigkeit zuverlässig sind. Sie hängen sehr 
an der speziellen Form der Näherungsausdrücke für den Faktor b/B’, der in u, 
vorkommt [vgl. (48), (49) der Arbeit II]. 


Im Bereich des „normalen“ Verhaltens der Zündgrenzen liefert die Theorie 
die richtige Größenordnung für die Verschiebung der Zündgrenzen mit der Tem- 
peratur. Für Methan ist nach Jost l. c., 8. 127, Tabelle 22 die untere Zündgrenze 
bei 17° C gegeben durch 6,3 Volumprozent CH,, das bedeutet wegen 1/o,= 
= 10,5: 8, = 6,3: 10,5 - 10? = 0,66. So wird 7, = 14,31 wegen T* = 
Für 400° C (T/* = 2,24) liegt die untere Zündgrenze bei 4,80 Volumprozent, das 
bedeutet ¢, = 0,50. Die beiden e, könnten wir aus (23) theoretisch berechnen, 
wenn uns die Spannung W, bekannt wäre. Wenn wir zwei Gleichungen vom 
Typ (23) voneinander abziehen, die zwei verschiedenen 77 und damit e, ent- 
sprechen bei gleichem W,, so fällt W, heraus. Man kann dann z.B. aus dem 
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beobachteten e,, das für 7 = 0,97 gilt, das e, für jedes beliebige Tf berechnen. 
Wir finden so für 400° C als theoretischen Wert: ¢, = 0,41 statt des beobachteten 
0,50. 


Vom Druck im Unverbrannten sind die Zündgrenzen bei festem W,, 7, 
nach (23) in unserer Näherung nicht abhängig. Die Erfahrung zeigt bei Methan- 
Luft-Mischungen nach Jost 1. c. 8. 128°) bei lat: ¢, = 0,63; &, = 1,36; bei 10 at: 
&, = 0,69; & = 1,47. Die Änderung ist also wirklich nieht groß"). Erst bei hohen 
Drucken über 100 at gibt es erfahrungsgemäß deutliche Druckabhängigkeit der 
Zündgrenzen. Theoretisch wird bei höheren Drucken die Zahl der zur Reaktion 
führenden Stöße proportional einer höheren Potenz n des Druckes als der zweiten, 
weil Mehrfachstöße für die Reaktion von Bedeutung werden. Damit wird u, nach 


1 (103 n) proportional 97 ”, steigt also mit p, an. In (23) steht diese Potenz dann 
in der geschweiften Klammer. Man sieht an (23), daß dann é abnimmt mit stei- 
gendem Druck p,, die Zündgrenzen müssen sich dann mit steigendem Druck 
erweitern. Dies ist auch beobachtet; bei 400 at Druck ist in CH, -Luft-Mischungen: 
&, = 0,55; & = 4,821). 


Die Versuche von Broihan (l.c.) zeigen, daß in einem Gemisch von 30% 
Wasserstoff in Luft die Ziindspannung an der unteren Zündgrenze sich nur wenig 
ändert, wenn man den Druck p, von 1 at auf 4/3 at steigert; der Verlauf der Zünd- 
willigkeitskurve (Häufigkeit der Zündung im Gemisch in Abhängigkeit von W,) 
zeigt nur eine geringe Verschiebung von etwa 90 Volt nach kleineren W, für den 
höheren Druck, die Spannungen selbst liegen in der Größenordnung von über 
2100 Volt. Bei diesen Versuchen war die Funkenlänge / gleich der Schlagweite R. 


Qualitativ erweist sich auch hier die Formel (23) als richtig, welche behauptet, 
daß W, von p, unabhängig sei. Wie eine Zündwilligkeitskurve in unserem Schema 
theoretisch zu verstehen ist, haben wir erläutert. Bildet man aus (20) die Größe: 


(27) 


so sollte die linke Größe bei den Versuchen von Broihan für festes p, einen kon- 
stanten Wert haben. Das ist wirklich der Fall; für p, = 4/3 at und 7f = 1 ergibt 
sich aus seinen Versuchen (I. c. Tabelle 3) der innerhalb der Meßfehler konstante 
Wert von 3,2 - 10’, während (27) 12 - 10° liefert. Die Übereinstimmung ist so gut, 
Wie man nur erwarten kann bei den Näherungen, die bei der Ableitung von (20): 
gemacht worden sind. Unsere Konstante in (20) und (27) auf der rechten Seite 
ist offenbar etwa um den Faktor 4 zu klein ausgefallen. Für p, = lat müßte 
die Größe links in (27) theoretisch natürlich wieder konstant sein und 3/4 des 
Wertes haben, den sie für p, = 4/3 at hat, also gleich sein: 3/4 - 3,2 - 10° = 2,4-10°. 
Die Messungen geben wirklich einen einigermaßen konstanten Wert von 2,4 - 10°. 


_ *) Die Temperatur ist leider dort nicht angegeben. Nach dem Wert von e, muß es 
Zimmertemperatur gewesen sein: 7, © 300° abs. 
!) Drucksteigerung auf das 10fache macht viel weniger aus als Temperaturstei- 
gerung (der absoluten Temperatur) auf des Doppelte! 
‚") Die Änderung von e, zwischen 10 at und 400 at ließe sich durch n ~ 2,74 theo- 
tetisch beschreiben. 
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Im ganzen ist die Übereinstimmung zwischen Rechnung und Messung über. 
raschend gut. Die Theorie ist aber in wesentlichen Punkten verbesserungy. 
bedürftig. Der wichtigste ist, die Schematisierung der Verbrennung im Gebiet des 
Brennstoffüberschusses zu verbessern; bei allen Rechnungen, in welche die damit 
zusammenhängende Größe 4 eingeht, ist die zahlenmäßige Übereinstimmung 
mangelhaft. 


Mit den hier gegebenen Formeln dürfte die Unfallverhütung in explosions- 
gefährdeten Betrieben, welche mit brennbaren Gasen arbeiten, also z. B. auc 
in Kohlengruben, zum ersten Male eine theoretische Grundlage bekommen haben, 
soweit es sich um thermodynamische Zusammenhänge handelt. Fragen der Ex. 
plosionsverhütung auf rein chemischem Wege, durch Abbrechen von Ketten- 
reaktionen, sind damit nicht erfaßt. 


Mainz, Institut für Theoretische Physik der Johannes Gutenberg-Universität, 


(Bei der Redaktion eingegangen am 16. Januar 1950.) 
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Zum Ordnungsproblem in Mischkristallen 


Von Iris Runge 


(Mit 6 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Für ein ebenes quadratisches Gitter als Bild eines binären Mischkristalls 
der Zusammensetzung 1:1 wird durch Betrachtung der Platzwechselhäufigkeit 
die Entstehung eines Gleichgewichtszustandes in bezug auf den Ordnungsgrad 
untersucht und für diesen die Energie als Funktion der Temperatur im Gebiet 
niedriger Temperaturen berechnet. Es ergeben sich gewisse Abweichungen von 
der von anderen Autoren auf statistischem Wege aus der Zustandshäufigkeit ge- 
fundenen Energie-Temperaturfunktion. 


In der Literatur der letzten 15 Jahre sind eine Reihe von theoretischen Arbeiten 
erschienen, die sich mit der Frage der Anordnung der Komponenten eines binären 
Mischkristalls beschäftigen. Die Erfahrung zeigt, daß unter gewissen Umständen 
insbesondere bei tiefen Temperaturen die Komponenten offenbar einer regel- 
mäßigen Anordnung zustreben, so daß im Röntgendiagramm neue Linien auftreten, 
und daß im allgemeinen eine bestimmte Temperatur existiert, bei deren Über- 
schreitung diese ,,Superordnung‘‘ mehr oder weniger plötzlich verschwindet. Die 
erwähnten Arbeiten verfolgen das Ziel, die Temperaturabhängigkeit des Ordnungs- 
grades solcher Atomgitter und insbesondere die Umwandlungstemperatur (Curie- 
Punkt des Ordnungszustandes) mit statistischen Methoden zu berechnen. Kennt 
man den Ordnungsgrad, so ist damit zugleich die Gesamtenergie und daraus die 
spezifische Wärme als Temperaturfunktion zu ermitteln. Um das Problem zu- 
nächst in seiner einfachsten Form zu bewältigen, wurde vielfach statt eines räum- 
lichen Kristalls nur ein ebenes quadratisches Gitter ins Auge gefaßt, und auch 
hier nur der Fall des Komponentenverhältnisses 1:1. Dadurch erhält man einen 
genau definierten Zustand vollkommener Ordnung, nämlich den, bei dem die beiden 
Atomsorten auf allen zu den Gitterachsen parallelen Geraden alternieren. Es gilt, 
den Grad der Abweichung von diesem Zustande, d.h. die Anzahl der falsch be- 
setzten Plätze als Funktion der Temperatur zu ermitteln. 


Eine zusammenfassende Arbeit von Nix und Shockley?) berichtet ausführlich 
über die bis 1938 gefundenen Ergebnisse, besonders von Bragg und von Bethe 
und gibt ein eingehendes Literaturverzeichnis. Der Grundgedanke der Arbeit von 
Bethe ist die Annahme, daß die Kräfte zwischen den Atomen nur auf die nächste 
Umgebung des Atoms wirken und zwar so, daß einem Paar gleicher Atome, etwa 
4A oder BB ein bestimmter Mehrbetrag V an potentieller Energie zukommt 


!) Nix u. Shockley, Rev. mod. Physics 1938, Jan. 
Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 7 
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gegenüber den Paaren AB, aus denen bei vollkommener Ordnung das ganze Gitter 
besteht. Die Durchführung seiner Theorie liefert für die Mehrenergie des ganzen 
Systems gegenüber dem Zustand vollkommener Ordnung eine Funktion, die bei 
einer bestimmten Temperatur einen Knick aufweist. 

Seit dem Erscheinen des Berichts von Nix und Shockley hat Zernicke’) 
eine Arbeit veröffentlicht, in der das räumliche Problem behandelt wird. Es wird 
für die Wahrscheinlichkeit, daß ein Gitterpunkt mit A oder B besetzt ist, eine 
nichtlineare partielle Differenzengleichung aufgestellt, und es werden unter gewissen 
Voraussetzungen Lösungsmethoden hierfür entwickelt. 

Das Problem, wie auf Grund von Kräften, die nur in der unmittelbaren Um- 
gebung eines Punktes wirken, ein ordnender Einfluß auf das ganze Gitter abzu- 
leiten ist, wird von van der Waerden®) für das ebene quadratische Gitter sta- 
tistisch behandelt. Er zeigt, daß die Polygonzüge, die die falsch besetzten Plätze 
von den richtig besetzten trennen, mit überwiegender Wahrscheinlichkeit nur 
kleine Länge haben können, falls der Boltzmannfaktor x = e~Y/*7 klein genug 
angenommen wird. Hieraus folgt, daß auch die Zahl der falsch besetzten Plätze 
klein sein muß. Für die kleinsten Polygone, d.h. die mit 4, i, 8, usw. Gitter- 
seiten läßt sich nun die Zahl der Anordnungsmöglichkeiten numerisch abzählen, 
und so gelingt es, aus der Bedingung, da3 die Gesamtwahrscheinlichkeit für das 
ganze Gitter ein Maximum sein soll, die zahlenmäßige Verteilung der einzelnen 
Polygonformen und daraus ihre Gesamtenergie abzuleiten. 

Einen etwas systematischeren Weg beschreitet E. Trefftz in einer Leipziger 
Doktorarbeit unter Benutzung des Begriffs der Zustandssumme. Bezeichnet @ (Z) 
die Zahl der Anordnungsmöglichkeiten mit Polygonzügen der Gesamtlänge L, 
so ist die Zustandsumme 


Z= XG (L) 


wobei die Summe über alle Z von 0 bis oo zu nehmen ist und x den Boltzmann- 
Faktor bedeutet. Die bei gegebenem x (also bei gegebener Temperatur) auftretende 
mittlere Gesamtlänge Z, die mit V multipliziert zugleich die Gesamtenergie liefert, 
ist dann 
1 02 ölnZ 

—=2 ‘ 


ox Cx 


= 1 
L= > LG(L) 


Durch ähnliche Abzählverfahren für die kleinen Polygone wie bei van der Waerden 


werden die ersten 6 Glieder der Reihe für Z und damit für Z abgeleitet. Die 
Berechnung ist mit wachsendem Z zunehmend mühsam, da die ‚einem jeden 
Polygon durch die übrigen Polygone versperrten Plätze berücksichtigt werden 
müssen. Für hohe Temperaturen läßt sich auf andere Weise eine Reihenent- 
wicklung gewinnen, in der eigentümlicherweise beim ebenen Problem Abzählungen 
der gleichen Polygone auftreten wie bei tiefen Temperaturen, aber mit einer anderen 
physikalischen Bedeutung. Auch für das entsprechende räumliche Problem und 
zwar für das einfache kubische, das flächen- und das raumzentrierte Gitter werden 
Reihen für die Energie als Funktion von x entwickelt. 

Eine interessante neue Behandlung des ebenen Problems wurde von Kra- 
mers und Wannier*) eingeführt, indem es in ein Eigenwertproblem verwandelt 


2) Zernicke, Physica 7 (1941). 
3) van der Waerden, Z. Physik 118, 473 (1942). 
4) Kramers u. Wannier, Physic. Rev. 60, 252 (1941). 
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wird. Diese Methode wurde dann von Ashkin und Lamb) weiter ausgebaut. 
Zunächst wird hier, um die Randeffekte auszuschalten, das ebene quadratische 
Gitter zu einer Zylinderfläche zusammengerollt gedacht und zwar so, daß die 
sämtlichen zur Zylinderachse senkrechten Gittergeraden nicht zu Kreisen sondern 
zu einer einzigen Schraubenlinie zusammengesetzt werden. Nennen wir nun jede 
mögliche Anordnung von A- und B-Atomen auf einem Schraubenumgang eine 
Konfiguration, so gibt es, wenn der Umgang n Gitterplätze enthält, 2” Konfi- 
gurationen. Die relativen Wahrscheinlichkeiten dieser 2" Konfigurationen stellen 
einen 2”-dimensionalen Vektor dar. Die Zusammenhangsverhältnisse der Schrau- 
benlinie erlauben nun, die Komponenten dieses Vektors bis auf einen gemeinsamen 
Faktor durch ein lineares Gleichungssystem zu verknüpfen, dessen Matrix sich 
hinschreiben läßt. In diesem 2-dimensionalen Fall sind nur je 2 Elemente jeder 
Zeile und Spalte von 0 verschieden, und zwar werden sie in regelmäßiger Anord- 
nung aus 2, 1, und x”! gebildet. Der gemeinsame Faktor, d. h. der Eigenwert der 
Matrix, steht in enger Beziehung zur Zustandssumme, denn wenn die Zahl der 
Schraubenumgänge m ist, und die Eigenwerte mit A, bezeichnet werden, ergibt 


on 
sich Z= 5 A," . Da die m,n für Kristallgitter als sehr große Zahlen vorausgesetzt 
r=1 
werden müssen, wird in der Summe das Glied mit dem größten A stark überwiegen, 
und es genügt daher Amax zu berechnen, um die Zustandssumme und mit ihr die 
Energie als Funktion der Temperatur zu kennen. Von besonderem Interesse ist 
dabei die Feststellung, daß ein Einfluß einer bestimmten Besetzung eines Gitter- 
punktes auf die eines weit entfernten Punktes nur dann existieren kann, wenn 
der entscheidende größte Eigenwert Amax entartet ist, und es also mehr als einen 
Eigenvektor gibt, der zu diesem Amax gehört. Denn es kann gezeigt werden, daß, 
wenn zu dem größten A nur ein einziger Eigenvektor gehört, die Wahrscheinlich- 
keit einer bestimmten Besetzung zweier weit entfernter Gitterpunkte (etwa beider 
mit einem A-Atom) genau das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten ist, dagegen 
wenn es mehrere Eigenvektoren gibt, hiervon abweicht. Die besondere Struktur der 
Matrix für das 2-dimensionale Problem zeigt nun, daß sie sich in 2 Matrizen 
spalten läßt, die sich nur durch Vorzeichen bestimmter Elemente unterscheiden. 
Die Lösung des Eigenwertproblems für tiefe Temperaturen geschieht durch Ent- 
wicklung nach Potenzen von x mittels einer Störungsrechnung, die freilich schon 
nach wenigen Schritten recht kompliziert wird. Die Berechnung wird bis zur 
12. Potenz von x durchgeführt und ergibt für die Energie dieselben Koeffizienten 
wie die von van der Waerden und E. Trefftz berechnete Reihe. Da sich die 


' maximalen Eigenwerte für die beiden Teilmatrizen in der Grenze als gleich er- 


geben, ist A für die ganze Matrix wirklich entartet und es ist demnach ein gegen- 
seitiger Einfluß entfernter Gitterpunkte vorhanden. Dagegen streben für hohe 
Temperaturen die beiden Matrizen gegen Grenzwerte, deren Eigenwerte wesent- 
lich verschieden sind, so daß hier kein solcher Einfluß bestehen kann. Das Auf- 
treten einer durch das ganze Gitter reichenden Ordnung bei tiefen Temperaturen 
und ihr Fehlen bei hohen Temperaturen ist damit theoretisch geklärt. Mittels der 
Lösung des Eigenwertproblems läßt sich aber auch direkt die Wahrscheinlichkeit 
für das Auftreten einer bestimmten Atomart an beliebigen Plätzen ausrechnen, 
wenn an einem bestimmten Platz die Besetzung gegeben ist, d. h. also es kann der 
Verlauf des ordnenden Einflusses durch das Gitter verfolgt werden. 


°) Ashkin u. Lamb, Physic. Rev. 61, 159 (1943). 
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Alle hier angeführten Arbeiten haben das gemeinsam, daß sie den fertigen 
Gleichgewichtszustand betrachten, indem sie den Zustand aufsuchen, dem unter 
allen Anordnungsmöglichkeiten die größte Häufigkeit zukommt. Dagegen ver- 
sucht der vorliegende Beitrag, das Problem dynamisch anzugreifen, indem statt 
der statistischen Häufigkeit der Zustände selbst der Vorgang des Übergangs von 
einem Zustand in einen anderen durch die statistische Häufigkeit der dazu nötigen 
Schritte untersucht wird. Allerdings zeigt es sich, daß damit für die mathematische 
Durchführung nichts gewonnen wird, denn die Berechnung des Gleichgewichts 
wird auf diesem Wege noch komplizierter und konnte nur bis zur 10. Potenz vor- 
getrieben werden, wobei auch die letzten Glieder noch nicht. einmal ganz sicher 
sind. Da aber diese Betrachtung über das physikalische Zustandekommen des 
Ordnungszustandes doch einigen Aufschluß gibt, erscheint es immerhin der Mühe 
wert, die dabei benutzten Gedankengänge mitzuteilen. 


Die Platzwechselhäufigkeit 


Wir betrachten auch wieder den einfachsten Fall eines ebenen quadratischen 
Gitters, das mit 2 Atomarten A, B im Verhältnis 1:1 besetzt ist. Es werden, wie 
in den angeführten Arbeiten üblich, die Atome, die auf den Plätzen sitzen, die 
ihnen bei vollkommener Ordnung zukämen, mit r (right), die andern mit w (wrong) 
bezeichnet. Da es 2 Systeme vollkommener Ordnung gibt (wegen der Vertausch- 
barkeit der Bezeichnungen r und w), kann man noch festsetzen, daß die Zahl aller 
r-Atome > der der w-Atome sein soll. Ein Übergang zwischen 2 Zuständen geht 
nun mit überwiegender Wahrscheinlichkeit durch Platzwechsel benachbarter 
Atome vor sich, da man wohl annehmen darf, daß ein Durchtreten eines Atoms 
zwischen 2 besetzten Gitterplätzen überwiegend viel unwahrscheinlicher ist. 
Ein Platzwechsel zwischen einem r- und einem w-Atom ändert am Zustand nichts, 
da benachbarte r- und w-Atome entweder beide A-Atome oder beide B-Atome 
sind, deren Platzwechsel wieder genau denselben Zustand ergibt. Wechseln dagegen 
2 r-Atome oder 2w-Atome den Platz, so verwandeln sie sich in 2 w-Atome bzw. 
2 r-Atome; dies ist also die einzige Art, wie sich der Zustand verändern kann. Die 
Energie der Wechselwirkung zwischen den beiden den Platz wechselnden Atomen 
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Abb. 1. Grenzlinien zwischen Gebieten verschiedener Ordnung 


selbst ändert sich auch hierbei nicht, wie ja auch unmittelbar einleuchtet, da ihr 
Abstand derselbe bleibt. Die Energie des Zustandes vor und nach dem Platz- 
wechsel kann sich jedoch in verschiedener Weise ändern. Man überblickt dies am 
besten, wenn man sich wie bei van der Waerden sämtliche r-Atome durch 
polygonförmige Grenzlinien gegen die w-Atome abgegrenzt denkt (Abb. 1). Diese 
Grenzlinien scheiden dann an jeder Stelle A von A-Atomen oder B von B-Atomet, 
also solche Paare, denen voraussetzungsgemäß eine höhere potentielle Energie 
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zukommt als den Paaren AB, aus denen das Innere eines Gebietes von lauter r- 
oder lauter w-Atomen besteht. Ein platzwechselndes Paar kann nun entweder 
selbst ganz im Innern eines solchen Gebietes vollkommener Ordnung liegen (Abb. 2a). 
Dann ist es nach dem Platzwechsel von einer Grenzlinie in Form eines Recht- 
ecks aus 6 Gitterzellenseiten umgeben. Oder es kann mit 1, 2, 3, 4, oder 5 seiner 
6 umgebenden Gitterzellenseiten an einer vorhandenen Grenzlinie anliegen 
(Abb. 2 b—f). Dann wird es nach dem Platzwechsel bzw. mit 5, 4, 3, 2 oder 1 seiner 
Seiten an der neuen Grenze anliegen. Endlich kann es vor dem Platzwechsel ganz 
von einer Grenzlinie umgeben sein (Abb. 2g), dann wird es nach dem Platzwechsel 
ohne Grenze in einer Umgebung von der gleichen 
Ordnung eingebettet sein. 

Die Hauptfrage ist nun, mit welcher Wahrschein- a). 
lichkeit ein Platzwechsel vor sich geht. Bei Bragg 
und Williams [siehe !)], wird hierfür ein Ansatz ge- 


geben, bei dem angenommen wird, daß eine gewisse b) me 
Potentialschwelle W überwunden werden muß. Der al. 
Platzwechsel wird immer dann vor sich gehen, wenn But 
2 Nachbaratome bei ihren thermischen Oszillationen c) 


genügend genau gleichzeitig mit genügender kine- nnd 
tischer Energie innerhalb eines gewissen Raumwinkels 


aufeinander zu fliegen. Die Wahrscheinlichkeit er- a) : = 


gibt sich proportional eW/* 7, wenn man von einem 
Paar r-Atomen innerhalb eines geordneten Gitters 
ausgeht. Bei w-Atomen, denen Bragg und Williams e) 
vor dem Platzwechsel eine um V höhere Energie zu- 
schreiben, genügt zu Überwindung der Potential- 
schwelle eine kinetische Energie W—V, und die Wahr- fi 
scheinlichkeit wird daher um den Faktor eV '#*T größer. = 
Dabei ist V eine Funktion des Ordnungszustandes 
des gesamten Gitters, denn Bragg versteht darunter 
die zur Schaffung eines Paares von w-Atomen nötige ) u. 
Arbeit, die ja gewiß von den ordnenden Kräften 9 
der übrigen Atome abhängt, also mit wachsender Abb. 2. 7 Lagetypen für 
allgemeiner Unordnung abnimmt. (Bei Bragg wird platzwechselnde Paare 
aus dieser Beziehung zwischen Platzwechselhäufigkeit 
und bereits bestehendem Ordnungsgrad eine Differentialgleichung abgeleitet, 
aus der die Einstellgeschwindigkeit des Ordnungszustandes zu berechnen ist.) 
Da wir uns aber der Betheschen Auffassung anschließen, wonach nur der 
Einfluß der Nachbaratome berücksichtigt wird, werden wir den die Häufigkeit 
bestimmenden Energiebetrag V statt von dem allgemeinen Ordnungszustand eben- 
falls nur von den dem fraglichen Paar benachbarten Atomen abhängen lassen, und 
zwar kann er je nach den 7 Lagetypen a bis g das 0- bis 6fache eines Grundbetrages 
V annehmen, der die Energie der Wechselwirkung eines r, w-Paares darstellt. 
Obwohl diese Energie nicht in dem betreffenden Atompaar selbst lokalisiert ist, 
sondern in seiner Umgebung, so ist es doch sinnvoll anzunehmen, daß ein Platz- 
wechsel um so leichter vor sich geht, je mehr Energie in seiner unmittelbaren 
Nachbarschaft angehäuft ist. Danach wird der Platzwechsel eines Paares vom 
Typ g (mit 6 „falschen“ Paaren) in der Umgebung am häufigsten sein, der eines 
f-Paares (mit 5 falschen Paaren) wird um x = e~¥/*? weniger wahrscheinlich sein 
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usw. Dabei stellt, wie man leicht sieht, der Fall d eine energetisch indifferente 
Zustandsänderung dar, weil das platzwechselnde Paar vorher wie nachher die 
gleiche Zahl von „falschen“ Nachbarn hat. Nennen wir die Wahrscheinlichkeit 
für das Eintreten dieses Falles in einem gegebenen Zeitraum P, so haben wir für 
die 7 Fälle a bis g die Wahrscheinlichkeiten P=?, P 2?, P 21, P, P a, P a, P a, 
Die Wahrscheinlichkeit P, die nach der Braggschen Auffassung von der Häu- 
figkeit gewisser spezieller Bewegungsrichtungen der thermisch schwingenden 
Atome bedingt ist, wird dabei selbst noch eine Funktion von 7’ sein können. 


Die Verkürzungstendenz der Grenzlinien 


Mit diesen Annahmen ergibt sich nun, daß die Grenzlinien zwischen r- und 
w-Gebieten die Tendenz haben müssen, sich auszuglätten, da Platzwechsel um so 
wahrscheinlicher sind, je mehr sie zur Verkürzung der Grenzlinie beitragen, oder 
mit andern Worten solche Paare, deren Umgrenzung eine Ausbuchtung der 

Grenzlinie bildet, häufiger wechseln als die längs gerad- 
= liniger Strecken der Grenze gelegenen. Eine Grenzlinie, 
die makroskopisch gerade, aber in einem spitzen 
Winkel zu den Gitterachsen verläuft, muß aus regel- 
mäßig abwechselnden Stufen bestehen; hier werden 
also mit genau gleich großer Wahrscheinlichkeit Platz- 
wechsel auftreten, die die Grenze in dem einen oder dem 
anderen Sinne verschieben. Eine solche Grenze wird sich 
daher im Mittel weder in dem einen noch in dem andern 
Sinne ändern. Bei einer Grenzlinie dagegen, die nicht 
aneiner Ecke,derenPlatz- gerade verläuft, muß eine genauere Berechnung an- 
wechselhäufigkeit innen gestellt werden. Betrachten wir z.B. ein Stück einer 
und außen verschieden ist Grenze, das eine rechtwinklige Ecke bildet. An den 

geraden Teilen ist evident, daß Atompaare in den 
Lagetypen 6 und c auf beiden Seiten der Grenze genau gleich häufig sind. 
An der Ecke dagegen stehen 2 Paaren vom Typ d im Innern 2 vom Type 
und 4 vom Typ b im Äußeren gegenüber (Abb. 3). Vergleichen wir die Wahr- 
scheinlichkeiten einer Verkleinerung und einer Vergrößerung des inneren Ge- 
bietes, so haben wir für die Verkleinerung die Wahrscheinlichkeit der beiden 
Eck-Platzwechsel also 2 P, vermehrt um alle inneren Platzwechsel längs der beiden 
geraden Grenzteile. Für die Vergrößerungswahrscheinlichkeit haben wir die 
Wahrscheinlichkeit 4 Px? der 4b-Platzwechsel und 2 Pax der beiden c-Platz- 
wechsel, wiederum vermehrt um alle äußeren Platzwechsel längs der beiden 
geraden Grenzstücke. Bei der Differenzbildung heben sich die Wahrscheinlich 
keiten der an den Geraden gelegenen Platzwechsel fort,-es bleibt die Differenz 


2P—2P(22*+ 2). 


Hieraus ergibt sich, daß für hinreichend kleine x die Chance für eine Verkleinerung 
des Gebietes überwiegt, und zwar muß 2 kleiner als die Wurzel der Gleichung 


1—22°—z=0 
also a < } sein. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so besteht also für jede rechtwinklige Ecke einer 
Grenzlinie eine Tendenz zur Verkleinerung desjenigen Gebietes, für das die Ecke 
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eine konvexe ist. Daher muß im allgemeinen für geschlossene Polygone eine 
Tendenz zur Verkleinerung ihrer Fläche bestehen, da jedes geschlossene Polygon 
notwendig 4 ausspringende Ecken mehr besitzt als einspringende. Hieraus läßt 
sich die von v. d. Waerden bewiesene Tatsache verstehen, daß im Gleichgewichts- 
zustande bei hinreichend kleinem x die Polygone mit langer Begrenztingslinie . 
praktisch unendlich selten sind. Die Verkürzungstendenz der Grenzlinien muß, wenn 
genügend Zeit für die Wirksamkeit der Platzwechsel zur Verfügung gestanden hat, 
die Zahl der langen Polygonzüge immer mehr zugunsten der kürzeren herab- 
setzen, bis diese so zahlreich geworden sind, daß die geringere Wahrscheinlichkeit 
für ihre Vergrößerung multipliziert mit ihrer größeren Anzahl der Verkürzungs- 
tendenz der nächstgrößeren Polygone das Gleichgewicht hält. Es ist also im Gleich- 
gewichtszustand eine Häufigkeitskurve der Polygone verschiedener Umgrenzungs- 
länge zu erwarten, die für die kleinen Polygone die höchsten Werte ergibt und mit 
wachsender Länge absinkt, wie es auch die statische 
Rechnung v.d. Waerdens ergibt. 

Zu bemerken ist noch, daß man aus der obigen 
Rechnung nicht etwa für x > 3 auf eine allgemeine 
Verlängerungstendenz schließen darf. Denn die 
Formen, die durch Vergrößerung der Fläche ent- 
stehen, enthalten vorzugsweise die Typen e, f und = 
werden sich daher mit größerer Wahrscheinlichkeit ith. 4. Di nie 


wieder zuriickbilden. skopisch gerader Grenzlinien, 

Die Verkürzungstendenz der Grenzlinien gilt die den Rand treffen 
aber auch fiir beliebig gestaltete Grenzlinien. Ist ; 
die Grenze makroskopisch irgendwie gekrümmt, so muß sie auf ihrer kon- 
vexen Seite im Mittel mehr ausspringende Ecken haben als einspringende, und 
zwar, wenn sie bei konstanter Krümmung einen vollen Kreis bildet, genau 4. 
9 


Ist die Krümmung > so sind es also pro Bogenlänge durchschnittlich — = <a 
ausspringende Ecken. Fiir jede solche Ecke besteht dann eine Wahrscheinlichkeit 
2 P (1— —2 dafür, daß die Fläche mit der konvexen Berandung sich ver- 
kleinert, also die Grenzlinie sich in der Richtung auf den Kriimmungsmittelpunkt 


hin verschiebt. Ein Stiick s einer Grenzlinie, deren Kriimmung wechselt, wird 


2 
ry / 7 überzählige ausspringende Ecken haben, und daher eine Wahrscheinlichkeit 


4P 
= (l—2—2 2) [ ‚daß sich die Kurve auf den Krümmungsmittelpunkt hin 


verschiebt. Bei wellenförmiger Gestalt der Kurve streben die Wellenbäuche beider 
Vorzeichen sich abzuflachen, d. h. die Kurve wird sick zunehmend verkürzen. 


Zu beachten ist noch das Verhalten einer Grenzlinie, die auf den Rand des Git- 
ters zuläuft. Trifft sie als makroskopisch gerade Treppenkurve in einem Winkel 
auf den Rand (Abb. 4), so zeigt eine Abzählung der Wahrscheinlichkeiten für die 
möglichen Platzwechsel unmittelbar am Rande ähnlich wie bei der rechtwinkligen 
Ecke, daß für 2< } eine größere Wahrscheinlichkeit zugunsten derjenigen 
Platzwechsel vorliegt, die die Grenzlinie senkrecht zum Rand zu richten streben, 
während weiter im Innern die Wahrscheinlichkeiten der Platzwechsel zu beiden 
Seiten der Treppenkurve natürlich gleich sind. Durch die Senkrechtstellung des 
Randstücks entsteht aber eine Krümmung der vorher geraden Grenzlinie, die nun 
gemäß der früheren Betrachtung die weitere Abnahme des vorher spitzwinklig 


| | 
4 
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begrenzten Gebietes mit sich bringt. Dieser Prozeß muß schließlich zur Senkrecht- 
stellung der ganzen Grenzlinie führen, falls das andere Ende auf ein zum ersten 
paralleles Randstück trifft. Liegt die Grenzlinie dagegen ursprünglich zwischen 
zwei im Winkel zusammentreffenden Rändern des Gitters, schneidet also eim 
Ecke des Gitters ab, so hat sie, auch wenn sie eine gerade Treppenkurve ist, not- 
wendig eine ausspringende Ecke mehr gegen das Gebiet, das die Ecke nicht ent- 
hält, und wird sich daher auf diese zu verschieben. Die Tendenz zur Senkrecht- 
stellung am Rande bewirkt dasselbe; beide Einflüsse führen also dazu, daß die 
Grenzlinie das Gebiet an der Gitterecke schließlich zum Verschwinden bringt, 


Bereehnung des Gleichgewichts 


Es ist nun die Frage, wie aus dieser Verkürzungstendenz der Grenzlinien das 
Gleichgewicht selbst berechnet und damit der Zusammenhang zwischen Tempe- 
ratur und Energie gefunden werden kann. Da für kleine Werte von x die Unter- 
schiede der Wahrscheinlichkeiten der die Grenzlinie verkürzenden und verlän- 
gernden Platzwechsel beträchtlich werden, müssen die Anzahlen der Polygone mit 
wachsender Grenzlänge sehr stark abnehmen, und man kann daher, falls x klein 
genug ist, durch Berechnung der Verhältnisse für die kleinstmöglichen Polygone 
angenähert die Gesamtzahl der falschen Paare und damit die Energie erhalten. 


Wir stellen zunächst die Formen der Polygone mit 4, 6, 8 und 10 Seiten zu- 
sammen. 

Da ein Platzwechsel immer 2 Atome betrifft, kann ein Polygon sich immer nur 
um 2 Gitterquadrate ändern, außer wenn der Platzwechsel etwa 2 genügend nah 
beieinander liegende Polygone zu einem zusammenschließt. Wenn man die letzte- 
ren Fälle ausschließt, kann die Form 4 nur mit den Formen 8, und 8, im Aus- 
tausch stehen, die Form 6 dagegen nur mit 8,, 10,, 10, und 10, und mit den 
freien Plätzen, die noch keinem Polygon angehören und deren Anzahl wir mit 
k, bezeichnen wollen. Man könnte also auch keine Gleichgewichtsbeziehung zwi- 
schen den Formen 4 und 6 finden. Berücksichtigt man dagegen, daß z.B. die 
Form 10, durch einen Platzwechsel ihrer beiden inneren Atome in 2 getrennte 
4-seite übergeht, und umgekehrt 2 Vierseite in geeigneter Lage in die Form 10, 
übergehen können, so ist die Zahl der Vierseite im Gleichgewicht mit bestimmten 
Formen der 10-seite verknüpft, und da diese wieder mit den 6-seiten in Austausch 
stehen, so ist damit auch zwischen den 4- und 6-seiten ein bestimmtes Verhältnis 
gefordert. Natürlich bestehen entsprechende Austauschverhältnisse auch mit 
12- und noch höherseitigen Polygonen ; doch werden diese bei hinreichender Klein- 
heit von x entsprechend seltener werden. 

Es sollen nun die Gleichungen zwischen den Anzahlen k, der verschiedenen 
Formen aufgestellt werden. Dies geschieht für jede Form durch Bildung der 
Bilanz, d.h. durch Gleichsetzung der Zahl der pro Zeiteinheit im Mittel entste- 
henden und verschwindenden Exemplare. Wir setzen auf die linke Seite die 
Wahrscheinlichkeit der Umwandlung in die verschiedenen Formen der Spalte 5 
der Tabelle, auf die rechte Seite die Wahrscheinlichkeiten der Entstehung aus den 
Formen dieser Spalte. Jede solche Wahrscheinlichkeit ist das Produkt der Anzahl 
k, des betreffenden Polygons mit einer positiven oder negativen Potenz von 4, 
je nachdem, um wieviel Gitterseiten sich das Polygon verlängert oder verkürzt, 
und mit einer Zahl, die angibt, wie viele Platzwechsel in der Umgebung des Poly- 
gons möglich sind, die die betreffende Umwandlung erzeugen. Bei der Form des 
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Tabelle 1 
| 2 3 | 4 5 
Form | Atomzahl | en. im Austausch mit den 
1 4 kg | 8,» 8p; 10», 10,, 104, 10, 
| 6 ke | 0, 8, 10,, 10,, 10,, 10,, 10, 


CITT) 10, hye | 46 
4 | 10, ko, 46,10, 
| 
| | 
4 | 10, | 4,6 
| 
| | 4 hes 
| 
5 | 10, | ko. | 46,8. 8 
| | 
| | 
| 6 | 10, kyo,s | 6, 10, 8, 


6-seits tritt auf der rechten Seite auch die Wahrscheinlichkeit der Neuentstehung 
eines 6-seits in einem von Polygonen freien Feld auf. Die Zahl der freien Plätze, bei 
denen das möglich ist, sei zunächst mit k, bezeichnet; sie ist, wie noch zu be- 
rücksichtigen sein wird, abhängig von der Gesamtheit der schon vorhandenen 
Polygone. 


Als Beispiel sei die Bilanz für die Form 8, ausführlich abgeleitet. Die Form 8, 
kann in 4 und in 10, übergehen. Das erstere geschieht auf 2 Weisen je durch einen 
verkiirzenden Platzwechsel der Wahrscheinlichkeit Px”, das letztere auf 4 
Weisen durch Platzwechsel der Wahrscheinlichkeit P x; die linke Seite der Bilanz 
ist somit kg,q P (27? + 4x). Die Entstehung der Form geschieht aus 4 durch 4 
mögliche Platzwechsel der Wahrscheinlichkeit P x*, und aus 10, durch einen 
Platzwechsel der Wahrscheinlichkeit P21; die rechte Seite wird daher 
P(4k,x? + ky,e 2). Die Bilanz heißt (der gemeinschaftliche Faktor P ist fort- 
gelassen) 


keg + 42) = ky 42? + ky, 


| 
ikrecht- | 
ı ersten 
wischen 
SO eile 
st, not- | 
ht ent- 
krecht- 
oO | | 4, 10 
3 8, kg, a 
| | 
| 0 
a 3 | 8, hes | 4, 10, = 
| 
gay | | | », 10 = 
| | | j 
| 2 = 4 | 
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Bei den Formen 10,, 10,, 10,, 10, besteht nun ein Austausch mit einem Paar 
von 4-seiten. So kann die Form 10, verschwinden dur&h einen einzigen Platz- 
wechsel der Wahrscheinlichkeit a. (Umwandlung [II D) 
Das Wiederentstehen aus [_] [[] geschieht wieder durch einen einzigen Platz- 
wechsel der Wahrscheinlichkeit x, doch muß hier die Häufigkeit des Auftretens 
von 2 4-seiten in gerade dieser Lage berechnet werden. Bezeichnen wir diese Wahr- 
scheinlichkeit mit «, so ist x = ka a 1) 5 , denn zu jedem einzelnen 4-seit gibt 
es 4 Lagen, in denen das zweite angenommen werden kann, während die Gesamt- 
zahl aller möglichen Lagen gleich der Gesamtzahl N der Gitterplätze ist. In 
gleicher Weise ist auch die Wahrscheinlichkeit ß für die gegenseitige Lage eines 4 
und eines 6-seits, in der Verschmelzung eintreten kann, zu berechnen. So kann 10, 


also aa , aus H D entstehen, und es ist B=k, kg 5 , da auch hier 4 Lagen 
für das 4-seit möglich sind. Hiermit ergeben sich die folgenden Bilanzgleichungen: 
Form 
4; (42° + 8 2*) + 28 —F = (hg a + hes) 22 
+ (kro,a + + + 3 kyo, a) 22? + 2 
6; 2244 282 +h ta 
+ (kio,a + + "ro,e) 22°? + 2 kyo, 


(1) 


82; k,a (2 + 42) =k4a°+ (3) 
85; (227°? + 4 2) =k,82*+ 227—F, (4) 
8; (4471+ 2) = ke ky (5) 
10g; kyo,a (X! + 22°) (6) 
105; ku, (=!+22° + 1) = + ky (7) 
10,5 (a! + 2 272) =a2r7 + k4x (8) 
10a; 3 x! = 06% (9) 
10,; + 2 + 2) = (hea + 4a+ 28 (10) 
10;; kyo, ¢ (2 + 4) = 42+ (11) 


Zu Gl. (1) ist folgendes zu bemerken. Das erste Glied zählt die Platzwechsel 
in der Umgebung aller 4-seite, wenn sie weit getrennt von andern Polygonen liegen. 
Das 2. und 3. Glied zählt die Möglichkeiten des Verschwindens eines 4-seits für 
die selteneren Fälle, in denen ein 4- oder 6-seit so nahe liegt, daß Verschmelzep 
eintritt. Wenn das der Fall ist, fällt natürlich ein Teil der vorher bei lauter iso- 
lierten 4-ern gezählten Möglichkeiten fort. Dies wird durch die nicht genauer aus- 
gerechnete Größe —F angedeutet. Etwas Entsprechendes gilt aber auch an der 
anderen Stelle des Gleichungssystems, wo k, vorkommt, nämlich auf der rechten 
Seite von Gl.(3) und (4), denn hier werden die aus 4-ern entstehenden Formen 
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kg,q und kg,» gezählt. Berücksichtigt man die Wahrscheinlichkeit des Verschmelzens 
von 4-ern mit 4-ern und 6-ern, so ist von der Summe der Gl. (3) und (4) genau 
dasselbe in Abzug zu bringen, wie von Gl. (1), nämlich bei (3) eine Größe F,, bei (4) 
F, wobei F,+F,=F. Da bei der nun folgenden Eliminationsrechnung die 
Gl. (3) und (4) alsbald von (1) subtrahiert werden, fällt F für die weitere Rechnung 
heraus. 

Etwas Ähnliches gilt auch für die Gl. (2), wo der entsprechende Fehler in der- 
selben Weise auch in den Gl. (5)—(8) auf der rechten Seite wiederkehren würde, 
um bei der Elimination zu verschwinden. Da er hier in die Berechnung von k, 
ohnehin erst mit der 14. Ordnung eingeht, ist er fortgelassen worden. 

Hiermit haben wir nun 11 Gleichungen für die Anzahlen der 11 Formen, k, 
bis kyo,s, durch die sie alle mit der Zahl ky verknüpft werden. Allerdings können sie 
nicht einfach als ein endliches Gleichungssystem betrachtet werden, da durch die 
Beschränkung auf die Polygone der Grenzlänge < 10 die Bilanzen alle unvoll- 
ständig sind. Da sich jedoch leicht einsehen läßt, daß die Anzahl der Polygone 
vom Umfange % mit keiner geringeren Potenz als x“ proportional sein kann, so 
wird das Gleichungssystem für kleine x trotzdem brauchbar sein, um die ersten 
Glieder einer Entwicklung nach Potenzen von x zu berechnen. 

Zur Auflösung des Systems lassen sich noch folgende Vereinfachungen vor- 
nehmen. 

1. Da k,.,a nur in Gl. (9) und (1) vorkommt, kann es durch Einsetzen eliminiert 
werden. Dadurch fällt in (1) das Glied 3 k,.,a auf der rechten Seite fort, und auf 
der linken Seite tritt an Stelle von 26x x jetzt 14x x. Die neue Gleichung heiße (1a). 

2. Die Gln. (3) und (4) sowie (6) und (8) liefern kg,» = 2 hg,q und kyo,e = 2 kyo, a, 
so daß damit auch kg, und k,.,. eliminierbar sind. Es bleiben die Gln. (la), (2), 
(3), (5), (6), (7), (10) und (11). 


Aus (la), (3) und (10) ergibt sich 
14% x = (3 kyo,a + kıo,s) 2 27! 
und daraus mit (6) und (7) 
14% + kyo,p = 14k x? + ku,s 4. 
Aus (5) und (11) erhält man durch Eliminierung von k;,. 
kyo, (2 2-3 +42? + 4) — (227 = 22k. 


Zusammen mit (7) hat man daher ein Gleichungssystem fiir die 3 Variabeln x, 
kyo,» und deren Koeffizientenschema lautet 


| kyo,» kyo, | ke 

14 | 1 —4 | 

4x 4 | 8 2? 
| +1) |(22-3+ 4) 


Erweitert man die letzte Gleichung mit x und führt dann die 3 Unterdeterminanten 
der beiden mittleren Spalten ein, so hat man als Auflésung 


+ 8D, + 2D, 


x* ka, 
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| 
= = 2 


1 , —4 


4 


_14D+8r! 


! 


und dementsprechend 
kıo,b = 4 = 4 x. 


Eingesetzt in (5), (6), (7), (8), (9) liefert dies 
= 48, = 2k, x* 
= 2k, x* 
= 4k, x4 kat. 
Weiter folgt aus (3) und (10) 
= Ik, = 2k, xt + — kyo, 2°, 


wobei das letzte Glied, als von mindestens 12. Grade in unserer Näherung fort- 
fallen kann. Setzt man schließlich die gefundenen Ausdrücke in (2) ein, so ergibt 
sich 

> = ky 2° (26 2 kyo, e)- 


Eine genauere Analyse zeigt, daß 8 — k,o,. erst von 14. Ordnung ist, während durch 
Vernachlässigung der Polygone vom Umfang 12 bereits Fehler 12. Ordnung ent- 
stehen: man kann also daneben auch dieses Glied vernachlässigen. 


Wir haben also 


und 
2 
x = ky x® = (ky —1) y . 


Da man k,> 1 annehmen kann, so wird 
hot. 


In erster Näherung setzen wir ky = 2N, gleich der Zahl der Plätze für Atom- 
paare überhaupt, indem die gegenseitige Beeinträchtigung der Polygone vernach- 
lässigt wird. 

Dies liefert 
(ke), = 2 N 


(k) = VN? 28 = N xt 
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und damit aus (3) und (10) 


(ks, a)1 = 22°; (ke, = 425; (kyo, ¢)1 = 


Es ergeben sich dann fiir die Gesamtheit der Polygone jeder Umfangslänge: 


(k,)ı = N x 


(ke), = 2.N 


(ks), = TN 


(kyo): = 28 N 


Das sind genau die von v. d. Waerden in der 1. Näherung gefundenen Werte. 


Sollen nun weitere Näherungen bestimmt werden, so ist zunächst die Abhängig- 
keit der Zahl k, von den Größen k,, k,, usw. zu bestimmen. Es müssen dazu von 
der Gesamtzahl 2 N die Zahl derjenigen Plätze für Atompaare 
abgezogen werden, die die übrigen Polygone einem Atompaar 
versperren, wie schon v. d. Waerden gezeigt hat. Ein ein- 
zelnes 4-seit sperrt einem 6-seit alle die Plätze, die das vor- 4 
handene 4-seit in sich enthalten, also 4, aber außerdem auch 
alle die, die es berühren, da sonst das 6-seit kein freiliegendes 
Polygon mit vollständiger Grenzlinie wäre. Das sind noch . 
einmal 12 Plätze, im ganzen also 16 (Abb. 5). Ein 6-seit sperrt Be 6. Gesamt- 
a eit der durch 
in der selben Weise 23 Plätze für andere 6-seite, und so kann diem tan en. 
für jede der betrachteten 11 Formen die Zahl der versperrten sperrten 6er- 
Plätze ermittelt werden. Für unsere Näherung genügt jedoch Plätze 

die Betrachtung der 4- und 6-seite, da die 8-seite nur die 

Glieder 12. Grades beeinflussen, die wir sowieso schon nicht mehr richtig be- 
kommen. Man hat also , 


k, = 2N—16k,— 23k, usw. 


Danach 


= — — ) 


in = Nat (2-16 


Ein sukzessives Verfahren ergibt zunächst durch Einsetzen der oben gefundenen 
Nähe rungswerte (k,), (k,)ı, usw. 


(kao = N (at —4 28 — 11,5 — 8 —---) 
= N (2 — 16 2 — 46 28...) 


| 
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und durch nochmaliges Einsetzen 
(k.)s = N (a#— 4 — 1157+ 8 
(ka); = N (2 — 16 210 — 46 + 64 


Diese Näherung unterscheidet sich von der vorigen schon nur noch in Gliedern, die 
sowieso fort zu lassen sind. Hieraus erhält man: - 


+ key = 6k, = N (6 — 24 — ---) 
kee = 44,22? = N (x? —8 —---) 
kg = 7N 28 + Ord. (21) 
ky = 28.N x + Ord. (2). 


Damit ergibt sich fiir die Gesamtzahl der Grenzlinienseiten 


4k, =N (424 —162°— 462z%°—---) 
6k, =N( 12 28 — 
Sk, = N( 56 2° 
10 ky = N ( + 280 
also SL=N 12284 4028+ 1382+ 


Hier ist eine merkliche Abweichung von dem Ergebnis der statischen Rechnung 
festzustellen, denn diese ergibt bei v. .d. Waerden und bei Ashkin und Lamb 
übereinstimmend 


E=VN(4x+ 122° + 36 + 120 21° + 448 212 + ---) 


Dieser Unterschied ist nicht durch die Vernachlässigung der 12-er-Polygone 
zu erklären. Denn obwohl wegen der Nichtlinearität der Gleichungen ein Glied 
12. Grades in dem Ausdruck für x noch die 8. Potenz im Ausdruck für k, beein- 
flussen könnte, so zeigt sich, daß auch bei Berücksichtigung der 12-er-Polygone 
die Glieder mit %k,, sich gegen die dann auch mitzurechnenden Kombinationen 
8+ 4, 6+ 6 usw. bis auf Glieder 14. Ordnung wegheben, so daß schließlich doch 
wieder die einfache Gleichung x = k, x? dasteht. Diese hätte man viel einfacher 
gewinnen können, wenn man von vornherein die Annahme gemacht hätte, daß je 
2 Formen, die sich ineinander umwandeln können, für sich miteinander im Gleich- 
gewicht stehen. Denn dann wäre 2x2 = 2x! und = 
folglich x = k, 2*. Da die Berechtigung dieser Annahme aber zunächst zweifel- 
haft erschien, wurde der umständlichere Weg über die Gesamtbilanzen gewählt, 
deren Auflösung nachträglich die Berechtigung der Annahme liefert. An dieser 
Tatsache wird dann aber auch die Berücksichtigung beliebiger höherer Polygone 
nichts ändern. Diese werden nur bei dem Verfahren der sukzessiven Näherungen 
die höheren Glieder der Reihe beeinflussen, aber auf das Glied mit 2® sind sie ohne 
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Vielleicht ist aber eine exakte Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der stati- 
schen Rechnung gar nicht zu erwarten. Denn diese bestimmt diejenigen Einzel- 
anzahlen der verschiedenen Polygonarten, fiir die die Zahl der Anordnungsmög- 
lichkeiten ein Maximum bildet, wobei alle Anordnungen gleicher Grenzlinien- 
gesanıtlänge als gleichwahrscheinlich angenommen werden. Die dynamische 
Rechnung dagegen bestimmt diejenigen Anzahlen der Polygonarten, die sich 
stationär erhalten, wenn nur bestimmte Abänderungsmöglichkeiten, nämlich 
gleichzeitige Änderung zweier Nachbaratome zugelassen werden. Es ist immerhin 
festzustellen, daß sich dabei für die Energie Entwicklungen ergeben, die für kleine 
x ineinander übergehen. Bei den Werten x < 5, die v. d. Waerden seinen Ab- 
schätzungen zugrunde legt, unterscheidet sich das erste abweichende Glied unserer 
Reihe für E um weniger als 10%, von dem seinigen. 


Die Entstehung der Ordnung langer Reichweite 

Es muß.aber noch darauf hingewiesen werden, daß hiermit gerade für das 
interessante Problem der Entstehung einer einheitlichen Ordnung durch das ganze 
Gitter eigentlich noch nichts geleistet ist. Denn bei der vorstehenden Betrachtung 
sind wir von der Annahme ausgegangen, daß die Grenzlinien von vornherein nur 
aus den Berandungen von geschlossenen Polygonen bestehen. Das bedeutet aber, 
daß entweder alle w-Atome Einschlüsse in einem zusammenhängenden r-Gebiet 
sind, oder umgekehrt die r-Atome in einem w-Gebiet. In beiden Fällen wäre aber 
damit das Bestehen einer Ordnung großer Reichweite (long range order) schon 
vorausgesetzt. Macht man diese Voraussetzung nicht, so hat man auch Grenz- 
linien zuzulassen, die am Rande beginnen und endigen und eventuell das ganze 
Gitter bis zum gegenüberliegenden Rand durchsetzen. Da wir oben gezeigt haben, 
daß in dem letzteren Fall die Verkürzungstendenz der Grenzlinien nicht zu ihrem 
Verschwinden führt, sondern nur zu ihrer Ausglättung und Querstellung, so 
würde damit,für jede solche Linie das ganze Gitter in 2 Teile verschiedener Ord- 
nung zerlegt, und es bestünde also keine Ordnung langer Reichweite. 

Bei v. d. Waerden brauchen solche Grenzen nicht betrachtet zu werden, da 
seine Überlegung sich nur auf den statischen Zustand bei Temperaturen bezieht, 
für die e~V/#? — x klein (< 5) ist. Er zeigt, daß in diesem Fall schon Polygon- 
züge von 40 Gitterseiten verschwindend selten sind. Eine Grenze durch das ganze 
Gitter, die wegen seiner Annahme N = 10" mindestens 10% Gitterseiten lang sein 
müßte, hat daher erst recht verschwindende Wahrscheinlichkeit. In unserer Be- 
trachtung dagegen soll das Entstehen der Ordnung durch das Überwiegen gewisser 
Platzwechsel gegenüber anderen gezeigt werden. Es muß daher als Anfangszu- 
stand völlige Unordnung angenommen werden, wie sie etwa bei hohen Temperaturen 
in einem einzelnen Moment vorhanden ist, wenn zwischen richtigen und falschen 
Paaren noch kein merklicher Unterschied im Boltzmann-Faktor besteht, und 
dieses Gitter muß dann der Abkühlung etwa durch Berührung mit einem kälteren 
Körper ausgesetzt werden. Bei hohen Temperaturen wechseln die Grenzlinien 
fortwährend in mannigfacher Weise ihre Form und Lage. Sobald aber die Tem- 
peratur so niedrig ist, daß «<< 4, wird die Verkürzungstendenz der Grenzlinien 
wirksam. Bei jedem die Grenzlinie verkürzenden Platzwechsel geht ein Energie- 
betrag aus der potentiellen Form in die kinetische über, und kann in dieser Gestalt 
abwandern. Gelangt er an die Außenwand, die mit dem kälteren Körper Kontakt 
hat, so verschwindet er dauernd aus dem Gitter. Da die verkürzenden Platz- 
wechsel häufiger sind als die verlängernden, wird dies solange weiter gehen, bis . 
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die mittlere kinetische Energie beider Körper gleich geworden ist, wobei die 
Grenzlinien sich bis zu dem Grade verkürzt haben, daß die Wahrscheinlichkeit 
einer Wiederzunahme der Gesamtlänge der der weiteren Verkürzung das Gleich- 
gewicht hält. Aus dem hierdurch bedingten Gleichgewichtszustand folgt dann für 
jede Temperatur eine wahrscheinlichste Gesamtgrenzlänge und damit eine bestimm- 
te Gesamtenergie, wie es in dem vorigen Abschnitt dieser Arbeit entwickelt wurde, 
jedoch nur, wenn die Grenzlinien ausschließlich aus geschlossenen Polygonen be- 
stehen, die sich bis zum Verschwinden verkürzen können. Enthält dagegen der 
ungeordnete Zustand bei hoher Temperatur zufällig eine durch das ganze Gitter 
zwischen zwei gegenüberliegenden Rändern verlaufende Grenzlinie, so kann sich 
diese nur ausglätten und querstellen. Das würde also bedeuten, daß die in dieser 
Grenzlinie enthaltene Energie sich nicht mehr an dem Energieaustausch beteiligt, 
und sozusagen in dem Kristall eingeklemmt bleibt, 
auch bei so niedrigen Temperaturen, daß die Ge- 
samtlänge der geschlossenen Polygone einen viel 
geringeren Betrag hat. Diese sonderbare Folgerung 
regte die Vermutung an, ob vielleicht das Vorkommen 
durchlaufender Grenzlinien auch bei voller Unord- 
nung an sich von verschwindender Wahrscheinlich- 
keit ist. Eine exakte Berechnung dieser Wahr- 
: | scheinlichkeit ist bisher nicht gelungen. Jedoch hat 
= eine Uberlegung mittels gewisser vereinfachender 
Annahmen und die daraus folgende numerische Be- 
p W rechnung einiger Spezialfälle gezeigt, daß die Wahr- 
scheinlichkeit durchlaufender Grenzen bei voller 
Unordnung doch von merklichem Betrage zu sein 
scheint. Der benutzte Gedankengang ist der fol- 

gende: 

Das direkte Auftreten einer _durchlaufenden 
(vorheriger Grenzverlauf ge- Grenze, d.h. einer Linie, an deren einem Ufer lauter 
strichelt) w-, an deren anderem lauter r-Atome liegen, ist 
allerdings von verschwindender Wahrscheinlichkeit. 
Denn zu jeder solchen Linie gibt es eine ungeheuer große Zahl von Méglich- 
keiten, längs ‘derselben Linie r- und w-Atome in beliebigem Wechsel und 
jeweils auf dem anderen Ufer ein Atom der entgegengesetzten Ordnung an- 
zuordnen, während es nur 2 Arten gibt, auf einem Ufer lauter gleiche 
anzubringen. Unter der Gesamtheit der Anordnungen des ganzen Gitters wird 
dieses daher in der überwiegenden Mehrzahl der Fälle netzartig von vielen Grenz- 
linien durchzogen sein, die das Ganze in Maschen von r- bzw. von w-Atomen auf- 
teilen. Mit andern Worten, die Felder verschiedener Ordnung werden im allge- 
meinen klein gegen das ganze Gitter sein und lokal miteinander abwechseln. (Na- 
türlich können und werden sich innerhalb jeder Masche geschlossene Polygone der 
entgegengesetzten Art befinden.) Wenn nun die Temperatur sinkt, so daß die 
verkürzenden Platzwechsel häufiger werden, so sind Platzwechsel, die einem 
Kreuzungspunkt der Grenzen anliegen, häufiger als die an einer geraden Grenz- 
strecke gelegenen (Typ d gegenüber c und b). Es werden daher vorzugsweise die 
Kreuzungsstellen der Grenzen sich in 2 einzelne Linien auflösen, und zwar kann 
dies je auf zwei Weisen, nach den beiden Diagonalrichtungen geschehen (Abb. 6). 
Das Netzwerk wird sich daher in lauter sich nicht mehr kreuzende Linien auflösen 
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und es ist die Frage, wie häufig dabei durchlaufende Grenzen von einem Rand zum 
anderen entstehen. Um dies zu untersuchen, wollen wir das System der Kreu- 
zungspunkte schematisieren zu einem quadratischen Netz von gleichabständigen 
Punkten, deren Zahl M- M sei. Da jeder Punkt sich auf zwei Weisen auflösen 
kann, gibt es 2%* Möglichkeiten, Systeme von Linien ohne Kreuzungspunkte 
zu erhalten. Eine solche Anordnung heiße eine Komplexion. Man kann nun nach 
den Regeln der Statistik den Bruchteil der Komplexionen berechnen, in denen durch- 
laufende Grenzen auftreten; es ergeben sich gewisse Reihen, die sich auf dem 
Fehlerintegral aufbauen. Numerische Auswertung ergab für M = 20 und ebenfalls 
für M = 50 übereinstimmend etwa 50%. Da nicht anzunehmen ist, daß sich bei 
der in Wirklichkeit unregelmäßigen Anordnung der Kreuzungspunkte etwas 
wesentlich Kleineres ergeben kann, oder daß bei weiter wachsendem M der Bruch- 
teil heruntergehen sollte, muß man also damit rechnen, daß sich aus dem Zustand 
völliger Unordnung in einem Teil der Fälle bei der Abkühlung durchlaufende 
Grenzen bilden, die sich ausglätten und querstellen und das Gitter schließlich, 
wenn die geschlossenen Polygone bis zum Gleichgewichtszustand zusammenge- 
schrumpft sind, in große Gebiete verschiedener Ordnung zerlegen. Allerdings ist 
diese Betrachtung an das zugrunde gelegte parallel begrenzte Gitter gebunden, 
was natürlich ein ziemlich schematisiertes Bild der Wirklichkeit darstellt. In 
einem unregelmäßig begrenzten Ebenenstück, dessen Berandung nach außen 
konvex ist, kann dieser Fall nicht eintreten, da hier eine durchlaufende Grenze ini 
allgemeinen durch Verschiebung nach einer Seite verkürzt werden kann, und 
daher nach hinreichender Zeit ganz bis zum Rande abwandern muß. Eine Ein- 
klemmung der Grenzlinie könnte nur vorkommen, wenn der Rand irgendwo nach 
innen konvex ist, so daß eine Grenzlinie so zwischen zwei Rändern ausgespannt 
werden kann, daß sie keiner Verkürzung fähig ist. Ein solcher Fall kann offenbar 
nur unter speziellen Bedingungen eintreten, so daß er vom Standpunkt der Wahr- 
scheinlichkeit betrachtet keine Rolle spielt. Im allgemeinen Fall müssen vielmehr 
alle bei beliebiger Unordnung (hoher Temperatur) sich zufällig ausbildenden 
Grenzlinien mit abnehmender Temperatur solange einschrumpfen und an die 
Ränder abwandern, bis das ganze Gitter derselben Ordnung angehört und nur 
noch die dem Gleichgewicht entsprechenden eingesprengten Polygone übrig sind, 
womit dann die Ordnung großer Reichweite hergestellt ist. Es geht aber hieraus 
hervor, daß die physikalische Entstehung der Ordnung hoher Reichweite wesent- 
lich durch die Form des Randes mitbedingt ist, so daß also die Ausschaltung der 
Randeffekte vielleicht die Anwendbarkeit der Resultate auf die Wirklichkeit be- 
einträchtigen kann. 


Räumliche Gitter 


Diese Überlegungen lassen sich auch auf den räumlichen Fall übertragen. Hier 
müssen die r- und w-Gebiete durch polyedrische Grenzflächen gegeneinander abge- 
grenzt sein, in deren quadratischen Teilflächen die Beträge der Mehrenergie, die 
den Bindungen AA und BB entsprechen, lokalisiert gedacht werden können. 
Ein Atompaar ist von 10 solchen Flächen umgeben, und ein Platzwechsel wird um 
so häufiger sein, je mehr von den 10 Nachbarn dem entgegengesetzten Gebiet an- 
gehören. Der Platzwechsel wird wieder um das e”/*7-fache wahrscheinlicher sein, 
wenn die Mehrenergie nV beträgt, also werden jeweils die Platzwechsel, bei denen 
sich die Grenzfläche stärker verringert, die wahrscheinlicheren sein. Allerdings 
bestehen hier nicht mehr so einfache Gesetze wie für die Verkleinerung der ebenen 
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Polygone und die Betrachtung wurde bisher nur qualitativ durchgeführt. Es wird 
jedenfalls auch hier gelten, daß die Begrenzungsflächen im Laufe der Zeit die 
Tendenz haben abzunehmen. Es kommt ihnen dadurch eine Art Oberflächen- 
spannung zu, die schließlich zu einem Gleichgewicht führen muß. Bei vollkommener 
Unordnung wird das ganze Gitter in ein räumliches System von Zellen verschiede- 
ner Ordnung aufgeteilt sein. Nimmt die Temperatur ab, so werden sich zunächst 
Zacken und Unebenheiten an den Flächen ausglätten, und geschlossene Polyeder 
von den Ecken aus abgebaut werden. Dies kann noch durch exakte Berechnung der 
Differenz der Wahrscheinlichkeiten für Verkleinerung und Vergrößerung nachge- 
wiesen werden. Die Auszählung der Wahrscheinlichkeiten für das Verhalten an 
zusammentreffenden Kanten und Ecken ist hier wesentlich komplizierter als im 
ebenen Fall, doch erscheint es einleuchtend, daß die Platzwechsel z. B. an einem 
Schnittpunkt dreier Grenzflächen bevorzugt vor sich gehen und zur Ablösung zu- 
nächst einer Grenzfläche von diesem Schnittpunkt führen. Ebenso müssen 
sich schließlich auch alle Schnittkanten von Grenzflächen auflösen und nur ge- 
schlossene Polyeder und bis zum Rande verlaufende -Flächen übrigbleiben. Eine 
Fläche, die bis zum Außenrand verläuft, wird sich dann auf Grund ihrer Tendenz 
zur Zusammenziehung nach der Seite des ganzen Kristalls verschieben, in derer 
sich verjüngt, und zuletzt, nach Aufsaugung etwa dazwischenliegender geschlos- 
sener Polyeder, mit der äußeren Oberfläche verschmelzen. Auf diese Weise er- 
streckt sich schließlich durch das ganze Gitter eine einheitliche Ordnung, in der 
nur getrennte Polyeder der anderen Ordnung eingesprengt liegen. 


Herrn Professor Möglich danke ich bestens für die Anregung zu dieser 
Arbeit und für zahlreiche fördernde Besprechungen. 


Berlin, Institut für Theoretische Physik der Humboldt-Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 1. Dezember 1949.) 
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Zur Abbildung zylindrischer Phasenobjekte 
elliptischen Querschnitts 


Von Hans Wolter 
(Mit 6 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 


Die Abbildung von Phasenobjekten elliptischen Querschnitts mit Phasen- 
kontrastverfahren, Dunkelfeld- und Schlierenverfahren wird auf Objekttreue 
untersucht. Es wird theoretisch und fiir das Phasenkontrastverfahren auch. ex- 
perimentell gezeigt, daß unter den in der Mikroskopie üblichen Bedingungen häufig 
Strukturen und falsche Durchmesser vorgetäuscht werden. 


1. Einleitung 


Viele mikroskopische Objekte (Bakterien u.a.), die sich von ihrer Umgebung 
nieht durch Absorption des Lichtes unterscheiden und die man deshalb neuerdings 
mit Zernikes Phasenkontrastverfahren zu betrachten pflegt, haben die Gestalt 
eines Kreiszylinders, andere sind kugelförmig oder ähnlich; kaum einmal hat ein 
natürliches Objekt rechteckigen Querschnitt. Inwieweit das Phasenkontrast- 
verfahren, die verschiedenen Dunkelfeld- und Schlierenverfahren objekttreu 
arbeiten, und wie insbesondere die Beobachtungen zu deuten sind, war nun bisher 
im einzelnen nur für Objekte rechteckigen Querschnitts bekannt!). Die vor- 
liegende Arbeit soll die genannten Fragen wenigstens für zylindrische Objekte 
beantworten, die wegen ihrer eindimensionalen Objektfunktion relativ einfach 
theoretisch erfaßbar sind. Aus den Ergebnissen wird man qualitativ auch die Ver- 
hältnisse bei kugeligen oder ähnliche Objekten erschließen können. 


2. Zusammenhang zwischen Spektren und Bildern zylindrischer Objekte 


Auf dem Objekttisch eines Mikroskops liege ein in Benzol eingeschlossener 
dünner Glasfaden — oder allgemeiner ein durchsichtiger langer Stab kreisförmigen 
Querschnitts (mit dem Radius R); sein Brechungsindex n möge von dem des 
umgebenden Mediums n, nur so wenig abweichen, daß die gesamte Wirkung des 
Stabes auf das parallel einfallende Licht durch eine von der Koordinate x (x- 
Achse senkrecht zur Zylinderachse und zur optischen Achse) abhängige Phasen- 
verschiebung beschrieben werden kann. Das aus dem Objekt austretende Licht 
sei also durch die ,,Objektfunktion“ 


für |x| <R, a) 


1 sonst 


1) Ann. Physik (6) 7, 33 (1950), diese Arbeit und ihre Formeln seien hier kurz mit I 
zitiert. 
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|BRI<I Q) 


nach Amplitude und Phase gegeben. (1) erfaßt auch den allgemeineren Fall ellip 

tischen Querschnitts bei beliebiger Lage der Ellipsenachsen; natürlich ist dang 

Gl. (2) zu modifizieren. 

Ist @> R die Breite des ausgeleuchteten Objektfeldes, so entsteht in der hin 

teren Brennebene des Objektivs ein Spektrensystem (siehe I, 8. 40) 
G 


R 
E(y) = f dy + f _ 1).e-2aivz 
6 -R 


"> 


sin 


E(y)=@ 7 [Vize Re dy; 


sinz@y J, (22y R) 


+ (3) 


Wiirden wir die von diesem FOREN ausgehenden Wellen in der Beob- 
achtungsebene ungehindert miteinander interferieren lassen (Hellfeldbild), 
so würde ein der Objektfunktion entsprechendes Bild entstehen, dessen Intensität 
gleichmäßig 1 wäre und vom Objekt nichts zeigen könnte. Phasenkontrastver- 
fahren, Dunkelfeldverfahren und Schlierenverfahren greifen nun in dieses Spek- 
trensystem so verändernd ein, wie das mit den Eingriffsfunktionen Q(y) nach 
Gl.I(7) der früheren Arbeit auf Seite 41 beschrieben wurde. Diese Eingriffs 
funktionen, die nicht vom Objekt abhängen, sondern nur das Verfahren der mikro- 
skopischen Abbildung kennzeichnen, gelten hier natürlich unverändert. 

Die nach dem Eingriff resultierende Bildamplitude in der Beobachtungsebene 
des Mikroskops ist dann 


Ba (a) = Q(y) E(y) dy 
und wird fiir die verschiedenen Verfahren nach (3) und I (8) bis I (15) 
Ba(x) = 1+iBRIT (w;) (5) 
Bsz(x) = 1 RIM, (uo; v) = Ba (x) (6) 
Bz(x) =i A+iP RIT, (uw; v) + — 1)iB RIT, (u,: v) (7) 
Bsp (x) = RIT, (up; v) = Ba (x) —1 (8) 
Bp(x) = iP R- UT, (uo; v) — II, (u;; v)} (9) 
Bep (x) = 3 By (x) —B (uo; (ug; v)} (10) 
Be (x) = (Uo; v) (11) 
Br(x) = ++ (uo; v) + (to; = (x) + Bg (x)}. (12) 
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Darin bedeuten 
v= 5; %“=2nrRy; w=2nRy.. (13) 
Die reellen Hilfsfunktionen J7, und J, sind durch 


u 
[ dt = M1, (u3 0) + (14) 
0 
definiert und in Abb. 1 für einige Werte von « als Funktionen von v dargestellt; 
sie sind nur für « >00 elementare Funktionen 


| (00;0) = (15) 


v 


I, (0; v) = (16) 


1 

Die für die Eingriffe der Verfahren charakteristischen Größen A, y, und y; 
haben dieselbe Bedeutung wie auf 8.42 der Arbeit I. Sie werden jedoch bei der 
Diskussion der Gln. (5) bis (12) ohnehin noch erklärt und in ihrer praktischen Be- 
deutung erläutert werden. Diese Diskussion wird nach den einzelnen Verfahren 
getrennt im nächsten Abschnitt geschehen. Die Gleichungen selbst wurden hier 
zusammengestellt, um den Vergleich untereinander und mit den entsprechenden 
Gleichungen für Objekte rechteckigen Querschnitts I (19) bis I (26) zu erleichtern. 


0 
Abb. 1. Hilfsfunktionen /7, (u;"v) und IT, (u, v) 
Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 7 
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3. Die Bilder der zylindrischen Objekte 


a) Hellfeld bei Aperturbegrenzung 


Der Eingriff in die Spektren E(y) besteht hier in einer Beseitigung der Spek- 
tren mit |y| > yo. Gl. (5) gibt die dann resultierende Bildamplitude. Wir setzten 
BR<1 voraus und vernachlässigten bereits in Gl. (1) Glieder zweiter und höherer 
Ordnung in BR neben 1. Im Sinne dieser Näherung zeigt also die aus Gl. (5) zu 
bildende Intensität einen über das Gesichtsfeld gleichmäßigen Verlauf, solange ß 
reell ist, das Objekt also nicht absorbiert. Dem entsprechen die Hellfeldaufnahmen 
von Glasfäden und Spinnenfäden in Abb. 2 oben. Nur am Rande der Zylinder ist 
eine schwache Änderung der Intensität zu sehen, insbesondere bei etwas unscharfer 
Einstellung des Mikroskops. Die mittlere der Abbildungen 2c war besonders sorg- 
fältig eingestellt worden und zeigt weniger vom Rande als die anderen. Eine ge- 
ringe Abweichung von der einfachen Theorie kann hier freilich erwartet werden, 
da gerade am Rande die Voraussetzung unabgelenkten Lichtes am wenigsten er- 
füllt sein wird. Entsprechendes zeigten auch die Hellfeldbilder von Objekten 
rechteckigen Querschnitts in Abb. I, 6 und I, 7! 


Betrachten wir ausnahmsweise ein absorbierendes Objekt, setzen wir also z. B. 
f als rein imaginär voraus, so ist die im Hellfeld bei Aperturbegrenzung resul- 
tierende Bildamplitude nach GI. (5) offenbar im wesentlichen dadurch zu erhalten, 
daß wir die Abb. la auf den Kopf stellen. Würde die Apertur nicht beschränkt 
(Ys > co), so würde die Amplitude am Bildorte des Objekts eine „‚halbkreisförmige“ 
Verdunkelung aufweisen; wir wollen sie als völlig objekttreu bezeichnen, da die 
Amplitude dann eine lineare Funktion der Dicke des Objekts über das ganze Bild 
ist. Je stärker wir die Apertur begrenzen, je kleiner also y, und damit auch %, 
wird, desto unschärfer wird das Objekt durch die Kurven JJ, (uw); v) charakteri- 
siert. Da u = 27 Ry, ist, tritt dasselbe auch bei gleichbleibendem y, ein, wenn 
R verkleinert wird. Hieraus erhellt die Rolle, die jene Hilfsfunktion /T, (u; v) 
spielt. 


b) Strenges Phasenkontrastverfahren nach Zernike 


Bei dem Phasenkontrastverfahren ist bekanntlich in der hinteren Brennebene 
des Objektivs am Orte des direkten Lichts ein Phasenstreifen angebracht, der die 
Phase um 90° dreht und die Amplitude auf den Bruchteil A schwächt. Streng 
nennen wir das Verfahren, wenn dieser Streifen so schmal ist, daß von dem für das 
Objekt charakteristischen Spektrensystem [zweiter Summand der Gl. (3)] kein 
merklicher Teil beeinflußt wird. Das bedingt auch sehr schmale Durchlaßblende 
in der unteren Brennebene des Kondensors und daher geringe Lichtstärke. Ist das 
tragbar, so liefert das Verfahren nach Gl. (6) ein ideal objekttreues Bild von nicht- 
absorbierenden zylindrischen Objekten, soweit die Apertur y, das zuläßt. Wählen 
wir die Lichtschwächung obendrein optimal 


A=—BR, (17) 


so erhalten wir offenbar die Bildamplitude wieder einfach, indem wir die Abb. la 
auf den Kopf stellen und die Horizontale durch den Punkt 1 der Ordinatenachse 
nun als Abszissenachse ansehen. Je nach Größe von u, = 22 Ry, erhalten wir 
eine sich dem idealen Halbkreis mehr oder weniger anschmiegende Amplituden- 
kurve. 
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Abb. 2 zeigt solche Bilder fadenférmiger Objekte, aufgenommen mit einem 
Phasenkontrastmikroskop (Achromat 90 x N. A. 1,25; Phasenplättchen Winkel- 
Zeiß). Die Leistung des Verfahrens erhellt vor allem auch aus der Wiedergabe 


a b c 


Abb. 2. Phasenkontrastaufnahmen ungefarbter, lebender Bakterien und Erythrocyten 
im menschlichen Sputum; a 625 x ; 6 900 x; e 700 x 


der Spirochätenendfäden am lebenden Objekt?) ; freilich erscheinen diese in einer 
dem Auflésungsvermégen des Mikroskops entsprechenden Form verbreitert und 
aufgehellt, wie das etwa der Kurve /Z, (1; v) entspricht. Abgesehen von dieser 


Abb. 3. Mikroaufnahmen zylindrischer Objekte, oben im Hellfeld, unten mit positivem 
Phasenkontrast; 900fach. « 2 Spinnenfäden (links 2,84 @) in Xylol; b, ce und d Gias- 
fäden in Benzol (2 6,7 u; 11 u; 33,5 «) 


durch das Auflösungsvermögen gesteckten Grenze können die Bilder als objekt- 
treu angesehen werden. 

Sobald wir aber mit demselben Mikroskop dickere Objekte, z. B. das Bakterium 
der Abb. 2c oder gar die Spinnenfäden und Glasstäbe der Abb. 3 betrachten, er- 
kennen wir sehr helle Höfe um das Objekt und z. T. eine Aufhellung des Innern, 


2) Leider sind die Endfäden der Spirochäten durch Raster und Verkleinerung der 
epräuktion unkenntlich geworden. Interessenten erhalten Originalphotos auf An- 
orderung. 
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denen nichts im Objekt entspricht und die auch nicht durch die Kurven der Abb.la 
ihre Erklärung finden. Das hat wie bei den Objekten der Arbeit I seinen Grund 
in der nicht strengen Durchführung des Zernike-Verfahrens — erzwungen durch 
die Notwendigkeit einer Helligkeitssteigerung. Je größer nämlich der Zylinder- 
radius R ist, desto enger liegt das charakteristische Spektrum (zweiter Summand 
in Gl. (3)] um y= 0 herum und desto schmaler müßte der Zernike-Streifen 
sein, wenn er dieses charakteristische Spektrum nicht beeinflussen sollte; desto 
feiner müßte aber auch das Lichtquellendiaphragma in der unteren Brennebene 
des Kondensors und desto geringer die Lichtstärke sein. 

In der Praxis wählt man daher einen breiteren Zernike-Streifen, als den 
Forderungen des strengen Phasenkontrastverfahrens entspricht, und nimmt die 
im nächsten Abschnitt aufzuzeigenden Folgen in Kauf. 


c) Phasenkontrastverfahren mit breiterem Zernike- Streifen 
Hat der Zernike-Streifen in der oberen Brennebene des Objektivs eine solche 
Breite, daß alle Spektren mit |y| <y, um 90° phasengedreht und ihre Ampli- 
tuden auf den Bruchteil A geschwächt werden, so interferieren die resultierenden 
Spektren zu einer Bildamplitude in der Beobachtungsebene gemäß Gl. (7). Wählen 
wir wieder bei positivem Phasenkontrast optimal A = —ß R, so wird 
Bz (x) {- 1 + IT, (uo; v) —II, (u; v)} + R? II, (u;; v). 
Für reine Phasenobjekte (f reell) können wir bei Bildung des Betrages wieder 
Glieder zweiter und höherer Ordnung in ß R neben 1 vernachlässigen und erhalten 
die Amplitude 


die in Abb. 4 für fünf verschieden dicke zylindrische Stäbe gleichen Materials 
(z. B. Glas) in gleichem Medium (z. B. Benzol) dargestellt ist?). Die Amplitude 
in großer Entfernung vom Stab wurde jeweils als 1 bezeichnet. Das Auflösungs- 
vermögen wurde als unbegrenzt groß angesehen (y, >00), wie das auch bei den 
entsprechenden Kurven der Arbeit I geschah. 

Ähnlich wie dort werden nur die dünnen Objekte treu wiedergegeben als Ver- 
dunkelung mit „halbkreisförmigem‘“ Amplitudenverlauf in einer gleichmäßig 
hellen Fläche. Die Bilder größerer Zylinder erhalten einen hellen Hof und eine vor- 
getäuschte Innenstruktur, wie das auch der experimentelle Befund (Abb. 3) zeigt. 

Die für die Breite des Zernike-Streifens in dem handelsüblichen Mikroskop- 
objektiv charakteristische Größe y; konnte nicht durch direktes Vermessen des 
Streifens und der Objektivbrennweite ermittelt werden, da der Streifen nicht zu- 
gänglich war. Hier wurde daher eine Abbildung des Zernike-Streifens durch das 
Objektiv selbst zu Hilfe genommen, wie das im technischen Anhang auf $. 52-53 
beschrieben ist. Mit dem ermittelten 1/y, = 6,65 für Licht der Wellenlänge 
A = 0,55 u und mit den gemessenen Radien der Objekte (s. Unterschrift zu Abb. 3) 
erhält man für diese Objekte die Werte Ry; = 0,21 bzw. 0,5; 0,83 und 2,. 
Die Abb. 2a entspricht also einer Kurve zwischen 4c und 4d, Abb. 2d ziemlich 
genau der Kurve 4b und lc einer Kurve zwischen 4a und 4b. Theorie und Ex- 
periment stimmen in allen wesentlichen Punkten überein. Daß wir in der Praxis 
mit einem kreisförmigen Zernike-Streifen statt des in der Theorie voraus 
gesetzten linearen arbeiteten, ist ohne merklichen Einfluß; ebenso ist es hier fast 


3) Verfasser dankt Herrn stud. phil. J. Greve für seine Hilfe bei numerischen Rech 
nungen und bei der Anfertigung der Zeichnungen. 


Ab 


im 

sacl 
er fall 
nur 

daf 

Dis 
bzv 
lieg 
die 
. 
Au 


Abb.la 
Grund 
. durch 
‘linder- 
nmand 
streifen 
; desto 
nebene 


ls den 
mt die 


solche 
Ampli- 
renden 
Wahlen 


wieder 
rhalten 


(18) 


terials 
plitude 
jsungs- 
vei den 


ls Ver- 
ımäßig 
ne Vor- 
) zeigt. 
:oskop- 
en des 
cht zu- 
rch das 
. 52-53 
nlange 
Abb. 3) 
nd 2,5. 
iemlich 
id Ex- 
Praxis 
yoraus- 
ier fast 


1 Rech- 


H. Wolter: Zur Abbildung zylindrischer Phasenobjekte elliptischen Querschnitts 153 


ohne Belang, daß wir mit streng parallelem einfallendem Licht rechneten, während 
im Experiment eine Kondensorringblende endlicher Ringbreite vorlag. 

Am auffälligsten und wichtigsten an den theorestischen Kurven ist die Tat- 
sache, daß der wahre Rand des Zylinders durch das Helligkeitsmaximum — jeden- 
falls bei großem Auflösungsvermögen — angezeigt wird. In der Praxis pflegt man 
nun aber statt dessen als Rand etwa den Ort anzusprechen, an dem zwischen hellem 
Hof und dunklerem Innenteil die ,,Fernabintensitat‘‘ vorliegt; es ist ersichtlich, 
daß man so zu kleine Durchmesser schätzt. 

Hierin liegt der wahre Grund für die von Köhler und Loos‘) beobachtete 
Diskrepanz zwischen den Durchmessern roter Blutkörperchen bei Phasenkontrast- 
bzw. bei Hellfeldbeobachtung. Die Autoren vermuteten nach der damals vor- 
liegenden Theorie, daß die Phasenkontrastbeobachtungen zuverlässig seien und 
die bis dahin als maßgebend betrachteten Hellfeldmessungen um etwa 10 bis 15%, 
zu große Werte gegeben hätten. Nun hatte Verfasser aber gerade 1936 beiläufig 
festgestellt, daß die im Hellfeld gemessenen Durchmesser sicher auf 3%, im Mittel 
mit den aus unmittelbaren Beugungsmessungen gewonnenen übereinstimmten. 
Vorausgesetzt war, daß man zur Hellfeldmessung jene Scharfeinstellung wählt, 
bei der gerade der Umschlag von Hell zu Dunkel am Erythrocytenrand einsetzt. 
Auch die Annahme von Köhler und Loos, daß die zentrale Aufhellung im Phasen- 
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4) A. Köhler u. W. Loos, Naturwiss. 29, 49 (1941). 
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kontrastbild der Erythrocyten (siehe Abb. 2a rechts unten!) der natürlichen 
Eindellung entsprechen dürfte, trifft nicht zu. Experimenvell zeigen die Ab- 
bildungen 3 vorgetäuschte Eindellungen und auch das Verhältnis der Durchmesser 
bei beiden Beobachtungsmethoden. 

Leider gibt in der Praxis auch das Intensitätsmaximum im Phasenkontrast- 
bild nicht den richtigen Durchmesser; denn ein endliches Auflösungsvermögen 
bewirkt eine Abrundung und vor allem eine unverhältnismäßig starke Verlagerung 
des Maximums nach außen; das zeigen die theoretischen Kurven der Abb. 5, die 
abgesehen vom Auflösungsvermögen völlig den Abb. 4b bis 4e entsprechen. Eine 


einfache Regel zur Erkennung des - 


wahren Durchmessers zylindrischer 
Objekte mit dem Phasenkontrast- 
2% verfahren ist nicht zu gewinnen. Mög- 
lich bleibt jedoch der Vergleich des 
Bildes mit den theoretischen Kurven, 
De aus denen eine besonders gut passende 
auszuwählen ist und dann einen Schluß 
auf den wahren Durchmesser zuläßt. 
ee Da jedoch die in Frage kommenden 
tudenschwächung A eine zweidimen- 
sionale Mannigfaltigkeit (y,, yo varia- 

bel) bilden, ist das Phasenkontrast- 

Abb. 5. Amplituden in Phasenkontrast- Verfahren für solche quantitativen 
bildern zylindrischer Objekte gleichen Mate- Auswertungen nicht so geeignet wie 


rials aber verschiedener Radien. DieKurven die unten zu behandelnden Schlieren- 
b bisd entsprechen den gleich benannten der erfahren. 


rag’ Trotz dieser Mängel ist die große 

tivapertur gleich vierfacher Apertur des Leistung des Phasenkontrastver- 

Zernikestreifens fahrens durch die Aufnahmen Abb. 2 

und 3 selbst hinreichend belegt. Man 

beachte auch die feine Ringstruktur, die bei einigen Spinnenfäden (Abb. 3a) 
mit dem Phasenkontrastverfahren zu beobachten ist. 


Amplitude (x)/—- 
= 


= 


d) Strenges Dunkelfeldverfahren 
Dieses läßt sich als strenges Zernike-Verfahren mit A = 0 auffassen. Sein 
Bild wird nach Gl. (8) durch die Kurven 1a selbst wiedergegeben und ist offenbar 
so ideal objekttreu wie die Hellfeldbeobachtung eines absorbierenden Objektes 
entsprechender Gestalt. Erforderlich ist jedoch, daß die Objekte vereinzelt liegen 
(siehe I, 8.48). Die praktische Durchführung dieses Verfahrens stößt auf die- 
selben Schwierigkeiten wie die des strengen Zernike-Verfahrens. 


e) Symmetrisches Dunkelfeldverfahren mit breitem Dunkelstreifen 
Werden das direkte Licht und alle Spektren mit ly| <y; abgedeckt, so ist 
nach Gil. (9) das so entstehende Dunkelfeldbild einfach als Differenz zweier Ihr 
Funktionen zu berechnen. Ein Vergleich von (9) mit (18) zeigt, daß man den neuen 
Amplitudenverlauf einfach aus den Abb. 5 und 4 erhält, indem man die mit 1 am 
linken Rande bezeichnete Horizontale zur Abszissenachse macht und die Kurve 
jeweils an ihr spiegelt. 
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Im Bilde erhält man offenbar zwei scharfe Linien der Intensität Null; würde 
man diese als Rand des Zylinders ansprechen, so erhielte man ebenso zu kleine 
Durchmesser wie bei derentsprechenden Deutungder Phasenkontrastbeobachtungen. 


f) Einseitiges Dunkelfeldverfahren 
Dieses in der üblichen Mikroskopie fast ausschließlich benutzte unter den 
Dunkelfeldverfahren beseitigt alle Spektren mit y <y,;> 0. Die Bilder sind nach 
Gl. (10) aus den Hilfskurven der Abb. 1 leicht abzuschätzen und geben wenig 
Aufschluß über die Objekte; das Verfahren ist das schlechteste der hier disku- 
tierten. 
g) Gegenfeldverfahren 
Hierbei liegt in der hinteren Brennebene des Objektivs eine Platte, deren eine 
Hälfte (für y < 0) das Licht um 180° phasendreht gegenüber dem Licht der anderen 
Hälfte (y > 0). Nach Gl. (11) ist das Bild durch Abb. 2b gegeben, deren verschie- 
dene Kurven für verschiedenes Auflösungsvermögen gelten. Offenbar werden 
hauptsächlich die Objektränder hell dargestellt, wie das ähnlich bei rechteckigen 
Objekten (I, S.40 und Abb.7) berechnet und beobachtet wurde. Da aber die 
Kurven bei den beiden Objektformen so wesentlich voneinander abweichen, kann 
eine Gegenfeldaufnahmen sehr gut zur Untersuchung der wahren Gestalt des 
Objekts ausgenutzt werden. Eine dementsprechende Untersuchung für allge- 
meinere Objekte soll einer speziellen Arbeit über das Gegenfeldschlierenverfahren 
vorbehalten bleiben ®). 
h) Toeplers Schlierenverfahren 
Bekanntlich léscht hierbei eine Messerschneide in der oberen Brennebene des 
Objektivs alle Spektren mit y< 0 aus. Die Bildamplitude ist nach Gl. (12) bei 
Vernachlässigung von ß? R® neben 1 dem Betrage nach 
| By (x)| = {1—B RI, (uo; v)}. (19) 
Abb. 6 zeigt den Intensitäts- 
verlauf fiir BR = 0,1 bei großem 
Auflösungsvermögen (u, — 00); 
gegenüber der ähnlichen Kurve 
bei Objekten rechteckigen Quer- 
schnitts I, Abb. 12 ist hier der 
lineare Teil für die Objekt- 
funktion (1) des elliptischen 
Querschnitts charakteristisch. j 
Allgemein läßt auch eine photo- .. 4 0 Av 1 2 
Meirischer Auswertung der Abb. 6. Intensität in Toeplers Schlierenbild zy- 


Toepler-Aufnahme eine Ent- ]indrischer Objekte bei großem Auflösungsvermögen. 
scheidung über die Objekt- PR= 0,1 


funktion O(x) zu. Der Vorteil 
gegenüber dem Gegenfeldverfahren liegt in der einfacheren experimentellen 
Anordnung. 


S 


Intensität /Br (x)/—> 
8 


Objektrand — 
Objektrand 


4. Technischer Anhang 


a) Die Glasfäden für die Aufnahmen Abb. 3 wurden z. T. durch „Schießen“ 
mit einer Gummischnur in der von Qurazfäden bekannten Weise hergestellt; die 


5) Auszugsweise vorgetragen auf der Tagung der Deutschen Physikalischen Gesell- 
schaft in Bonn am 21. September 1949. 
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dickeren ließen sich durch einfaches Ausziehen anfertigen. Das benutzte Gig 
hatte einen etwas höheren Brechungsindex als das zur Einbettung verwende 
Benzol. 

Die Spinnenfäden für die Aufnahmen 3a wurden in Xylol eingebettet, da ik 
Brechungsindex gerade ein wenig über dem des Xylols lag. 

b) Der unzugängliche Zernike-Streifen des handelsüblichen Phasenkom 
trastobjektivs (Achromat, 90x, Ölimmersion, N. A. = 1,25) wurde nach Abbik 
dung durch das Objektiv selbst vermessen. Hierzu wurde das Licht der Mik 
skopierlampe (mit demselben Gelbgrünfilter, das für die Aufnahmen diente) in dep 
vom Okular befreiten Mikroskoptubus gelenkt. Das vom Objektiv in Luft ent 
worfene Bild des Zernike-Streifens auf einem 30 cm weit entfernten Schirm hatte 
eine Breite von 4,95 cm. Daraus errechnet sich 

1 A 30 

= ging, = = 6,65. 
y-Werte sind unabhängig von dem Medium, das an das Objektiv anschließt, und 
die in Luft ausgeführte Messung gibt also den richtigen Wert trotz Anwendung der 
Ölimmersion bei Gebrauch des Mikroskops. 

c) Das in I, 8.34 beschriebene Modellmikroskop eignet sich gut zur Vor 
lesungsdemonstration des Phasenkontrastverfahrens und der anderen hier dis 
kutierten Verfahren. Bei den in I behandelten Streifenobjekten entstehen keiner 
Schwierigkeiten; jedoch machen kreiszylindrische Stäbe eine außerordentlich 
sorgfältige Einbettung nötig. Man verwendet zweckmäßig Glasstäbe von 0,1 bis 
1 mm Durchmesser in einer Küvette aus Planparallelplatten, die mit Immersel 
gefüllt ist. Eine neue Lieferung Immersol und alle anderen käuflichen Immer 
sionsflüssigkeiten erwiesen sich allerdings im Brechungsindex als schlecht passend; 
Gemische von Flüssigkeiten zeigten in der großen Schichtdicke allzu leicht Schlieren. 


Zusammenfassung 


Zylindrische Phasenobjekte elliptischen Querschnitts werden von dem strengen 
Phasenkontrastverfahren und dem strengen Dunkelfeldverfahren ‘objekttret 
wiedergegeben. 

Um der Bildhelligkeit willen wird jedoch praktisch von den Forderungen der 
strengen Verfahren abgewichen; das führt zu hellen Höfen um die Objekte; Innen 
strukturen und zu kleine ey anal werden vorgetäuscht, sobald der Radius 


des Objekts die Größe 0,2 -—— überschreitet (darin bedeutet x, die Apertut 


des Zernike-Streifens). Zur , = von Phasenkontrastbeobachtungen emp 
fiehlt sich ein Vergleich mit den theoretischen Kurven (Abb. 4 u. 5). 

Toeplers Schlierenverfahren und das Gegenfeldverfahren ergeben zwar kein 
so unmittelbar objekttreues Bild; ihre quantitative Auswertung läßt aber in ei 
facherer Weise als die der anderen Verfahren auf die Form der Objekte selbst 
schließen. 


Verfasser dankt dem Direktor des Instituts, Herrn Professor Dr. Lochte 
Holtgreven, für die freundliche Unterstützung seiner Arbeit. 


Kiel, Institut für Experimentalphysik der Universität. 
(Bei der Redaktion eingegangen am 28. Dezember 1949.) 
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Strenge Theorie der Beugung ebener elektromagnetischer Wellen 
an der vollkommen leitenden Kreisscheibe und an der kreisför- 
migen Öffnung im vollkommen leitenden ebenen Schirm 


Von J. Meixner und W. Andrejewski 


Inhaltsübersicht 


Das Problem der Beugung elektromagnetischer Wellen an der vollkommen 
leitenden ebenen Kreisscheibe wird mit dem Hertzschen Vektorpotential und 
durch dessen Entwicklung nach Sphäroid-Funktionen streng gelöst. Die Lösung 
erfüllt neben den Randbedingungen und der Ausstrahlungsbedingung die Kan- 
tenbedingung und ist daher eindeutig. 

Für den Grenzfall langer Wellen wird das Verhalten des Feldes und die auf 
der beugenden Kreisscheibe induzierte Stromverteilung näher untersucht. 

Wegen der Gültigkeit des verallgemeinerten Babinetschen Prinzips ist das 
komplementäre Problem der Beugung an der kreisförmigen Öffnung in der un- 
endlich ausgedehnten vollkommen leitenden Ebene mit erledigt. 


1. Problemstellung 


Für das Problem der Beugung ebener elektromagnetischer Wellen an der 
vollkommen leitenden Kreisscheibe wurde in einer früheren Arbeit!) die strenge 
Lösung mittels der Methode der Reihenentwicklung nach separierten Lösungen 
der Wellengleichung angegeben. 

Ihre numerische Auswerung ist grundsätzlich möglich und auch praktisch für 
solche Wellenlängen durchführbar, die etwa größer als der dritte Teil des Schei- 
bendurchmessers sind. Doch sind die damit verbundenen numerischen Rech- 
nungen wegen der schlechten Konvergenz der auftretenden unendlichen Reihen 
recht mühsam. Es erschien uns daher wünschenswert, vor dem Beginn der nume- 
rischen Auswertung zu untersuchen, ob man für die Lösung dieses Beugungs- 
problems nicht eine andere Darstellung finden kann, die diesen Nachteil nicht 
besitzt. Das erwies sich nun in der Tat als möglich, indem wir das elektroma- 
gnetische Feld des Problems statt durch die Debyeschen Potentiale durch einen 
Hertzschen Vektor darstellten. Damit wird gleichzeitig eine Eigentümlichkeit 
der ersten Lösung vermieden, die in der Singularität der Debyeschen Potentiale 
im Mittelpunkt der Kreisscheibe, also an einer durchaus regulären Stelle des 
Problems, besteht. 

Daß trotz dieser Singularität der Debyeschen Potentiale das durch sie be- 
schriebene elektromagnetische Feld ©, im Mittelpunkt der Kreisscheibe end- 
Jich ist, ließ sich zwar nach der Art der Herleitung der ersten Lösung vermuten, 


1) J. Meixner, Z.f. Naturforschung 3a, 506 (1948). 
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doch wies Bouwkamp?) darauf hin, daß eine genauere Untersuchung dieses 
Punktes wünschenswert wäre; das elektromagnetische Feld ergibt sich ja aus 
den Debyeschen Potentialen durch Differentiationsprozesse, und durch solche 
wird eine Singularität im allgemeinen noch verstärkt. Wie inzwischen durch 
eine genaue Untersuchung der Verhältnisse in der Umgebung des Mittelpunktes 
der Scheibe bestätigt werden konnte, ist dies hier nicht der Fall. Vielmehr heben 
sich die Singularitäten der Debyeschen Potentiale bei der Berechnung der elek- 
tromagnetischen Feldstärken gerade heraus. Es erübrigt sich jedoch, diese Unter- 
suchung hier wiederzugeben, da die im folgenden entwickelte Lösung, die auf 
Grund der eindeutigen Lösbarkeit des Beugungsproblems dasselbe elektroma- 
gnetische Feld wie die frühere Lösung liefern muß, wegen ihrer viel günstigeren 
Konvergenzeigenschaften und ihrer übersichtlicheren Struktur für die numeri- 
sche Auswertung stets vorgezogen werden wird. 

Für den Fall der Beugung elektromagnetischer Wellen an vollkommen leiten- 
den Körpern endlicher Ausdehnung ist das Beugungsproblem in folgender Weise 
mathematisch zu formulieren. Gegeben ist eine einfallende elektromagnetische 
Welle mit den Feldstärken &, $° und mit der Zeitabhängigkeit e'®!, die z.B, 
als Kugelwelle oder als ebene Welle angenommen werden kann. Gesucht ist eine 
als gebeugte Welle bezeichnete Lösung der Maxwellschen Gleichungen &, §), 
mit derselben Zeitabhängigkeit, welche die Bedingungen erfüllt: 

1. Die Feldstärken ©, 9° genügen für sich den Maxwellschen Gleichungen. 

2. An der Oberfläche des vollkommen leitenden beugenden Körpers ist die 
tangentielle Komponente der gesamten elektrischen Feldstärke E* + © gleich 
Null. 

3. In großer Entfernung vom beugenden Körper verhält sich die gebeugte 
Welle wie eine auslaufende elektromagnetische Kugelwelle mit richtungsabhän- 
giger Amplitude. 

4. Besitzt die Oberfläche des beugenden Körpers Kanten, so dürfen die Feld- 
stärken der gebeugten Welle dort nur so stark unendlich werden, daß die Energie- 
dichte des elektromagnetischen Feldes integrierbar ist, d.h. daß jedes endliche 
Volumen nur eine endliche Feldenergie enthält (Kantenbedingung). 

Die Berücksichtigung der letzten Bedingung ist bei beugenden Körpern mit 
Kanten, also auch bei ebenen Schirmen an deren Rand, unerläßlich®). Erst durch 
sie wird das physikalisch eindeutige Beugungsproblem auch mathematisch voll- 
ständig formuliert und besitzt dann eine eindeutige Lösung. Darauf, daß die 
ersten drei der genannten Bedingungen ohne die vierte noch eine große Mannig- 
faltigkeit von Lösungen zulassen, von denen aber nur eine einzige dem physika- 
lischen Problem entsprechen kann, hat Bouwkamp*‘) ausdrücklich hingewiesen. 


2. Die Randbedingung für den Hertzschen Vektor 


Für die Behandlung unseres Beugungsproblems ist es zweckmäßig, nicht mit 
den elektromagnetischen Feldstärken selbst zu rechnen, da sie durch die Max- 
wellschen Gleichungen gekoppelt sind, sondern statt dessen mit geeigneten 
Potentialen zu operieren. Als geeignete Potentiale haben sich in der früheren 


2) Siehe das Referat der in !) zitierten Arbeit in Math. Rev. 11 (1950). 

3) J. Meixner, Ann. Physik (6) 6, 2 (1949). In dieser Arbeit ist ein Druckfehler 
unterlaufen. Anmerkung ?) bezieht sich auf zwei Zeilen vorher und muß lauten: A. Som- 
merfeld, Math. Ann. 47, 317 (1896). 

4) C.J. Bouwkamp, Physica 12, 467 (1946). 
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Untersuchung!) die Debyeschen Potentiale erwiesen; sie sind zwei skalare Funk- 
tionen, die beide der Wellengleichung genügen und nicht wie die elektromagne- 
tischen Feldstärken über Differentialgleichungen, sondern nur über die Kanten- 
bedingung gekoppelt sind. 

Denselben Vorteil besitzt der Hertzsche Vektor des Problems, wenn man 
noch folgende Gedanken mit heranzieht. Im Sinne von Poincaré’) kann man 
sich das Feld der gebeugten Welle durch eine geeignete Stromverteilung auf dem 
beugenden ebenen Schirm erzeugt denken. Das Vektorpotential der gebeugten 

elle läßt sich dann in bekannter Weise als Integral über die Stromverteilung 
darstellen und besitzt somit nur zwei Komponenten parallel zum beugenden 
Schirm. Sie genügen beide der Wellengleichung und sind ebenfalls über die Kan- 
tenbedingung gekoppelt. 

Der Hertzsche Vektor der einfallenden Welle läßt sich jedenfalls dann, wenn 
sie eben ist und ihre Fortschreitungsrichtung nicht parallel zum Schirm liegt, 
so schreiben, daß seine Komponente senkrecht zum Schirm verschwindet. 

Wir bezeichnen den Hertzschen Vektor der einfallenden Welle mit J/*, den 
der gebeugten Welle mit J/°, den des gesamten Feldes mit JJ = IP +JP. Die 
— aller dieser Vektoren geniigen der dreidimensionalen Wellengleichung 


wo k die Wellenzahl ist, die sich aus der Kreisfrequenz &, der Dielektrizitäts- 
konstanten e und der Permeabilität ~ des den Schirm umgebenden homogenen 
Raumes zu 


k=oVeu (2) 
berechnet. 


Wir nehmen nun an, daß der Schirm in der x, y-Ebene liegt und versuchen 
mit einem Hertzschen Vektor auszukommen, dessen z-Komponente für die ein- 
fallende und für die gebeugte Welle verschwindet. Die Randbedingung Gtang = 0 
und die Kantenbedingung sind in den Hertzschen Vektor zu übersetzen. Das 
erste ist verhältnismäßig einfach. Wird 


E=r0t rot II, rot II (3) 
gesetzt, so bedeutet die rang Eang = 0 wegen II,= 0 
(oH, 
ö 


auf dem Schirm S. Dies sind zwei a Differentialgleichungen für die Werte 
von IT, und IT, auf S. Aus (4) folgt, daß sich J7, und //, auf S in der Form 


EU(z,Y) zu EU(z, Yy) 

IT, = TEN go, = et auf S (5) 

darstellen lassen, wobei U eine ry der zweidimensionalen Wellengleichung 
U 

PU=0 6 

oats + U (6) 


5) H. Poincaré, C.R. Acad. Sci. Paris 118, 515 (1891). 
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ist, von der man verlangen wird, daß sie auf S endlich ist. Ist der Schirm speziell 
eine Kreisscheibe, so läßt sich U nach Produkten von Bessel- und Exponential- 
funktionen entwickeln 

U= = Tin (ko) elm > (7) 

m = — oo 

wo o und @ Polarkoordinaten in der Schirmebene mit dem Anfangspunkt im 
Mittelpunkt der Kreisscheibe sind. Aus (5) folgt dann auf S 


m=—o0 
My= + Uma) Im (ko) (9) 
m=—o 


Uber die Koeffizienten U, kann man von vornherein nichts aussagen. Wir werden 
sehen, daß sie sich aus der Kantenbedingung ergeben. 

Eigentlich müßte man auf Vorder- und Rückseite der Scheibe die Entwick- 
lungen (8) und (9) mit verschiedenen Koeffizientensätzen ansetzen. Da aber 
IT, und II, an der Kante endlich sind (vgl. Abschnitt 3) und dort von Vorder- 
und Rückseite her den gleichen Wert haben, so folgt unmittelbar, daß die beiden 
Koeffizientensätze übereinstimmen, außer wenn am Rand der Scheibe ¥, (kg) 
verschwindet. In diesem Sonderfall erhält man aber durch genauere Überlegung 
dasselbe Ergebnis. 

Bemerkenswert an (8) und (9) ist, daß sich für den Hertzschen Vektor I 
nicht notwendig eine homogene Randbedingung ergibt. Wohl würde man eine 
homogene Randbedingung erhalten, wenn man in (8) und (9) alle Koeffizienten 
U „ = 0 setzt. Auch dann ist Giang = 0. Man hätte aber dann nicht mehr die Mög- 
lichkeit, die im nächsten Abschnitt besprochene Kantenbedingung zu erfüllen. 
Die in (8) und (9) gegebenen Ausdrücke sind hingegen eine notwendige und hin- 
reichende Folge der Randbedingung E;.ng = 0 und die zunächst unbestimmten 
Koeffizienten U, lassen gerade soviel Spielraum, als für die Erfüllung der Kanten- 
bedingung erforderlich ist. Die Untersuchung von Möglich®), welche unter den 
bisherigen Versuchen zur strengen Lösung des vorliegenden Beugungsproblems, 
abgesehen von der wesentlich jüngeren unter!) zitierten Arbeit, am weitesten 
geführt hat, verwendet ebenfalls den Hertzschen Vektor mit IT, = 0, setzt aber 
für ihn eine homogene Randbedingung an; sie bedeutet daher noch nicht die 
endgültige Lösung des Beugungsproblems (siehe auch das Vorwort der in 
Anm. 1) zitierten Arbeit von Bouwkamp. Er hat wohl als erster bemerkt), 
daß das elektromagnetische Feld der Lösung von Möglich an der beugenden 
Schirmkante stärker unendlich wird, als es aus physikalischen Gründen plausibel 
ist). 

3. Die Kantenbedingung für den Hertzschen Vektor 

Von Meixner?) wurde gezeigt, daß sich in der Umgebung der Kante des 
beugenden Schirms wegen der Bedingung der vollkommenen Leitfähigkeit die 
Komponenten der elektromagnetischen Feldstärken nach Potenzen von Ve ent- 
wickeln lassen, wenn 9, den senkrechten Abstand von der Kante bedeutet. Wegen 
der Kantenbedingung beginnen diese Entwicklungen frühestens mit 0,". Ins- 
besondere bleibt die Tangentialkomponente von § längs der Kante endlich, jene 
von € verschwindet sogar wie 0,/?. Setzt man nun für /7, und /T, ebensolche Ent- 


 *) F.Möglich, Ann. Physik [4] 88, 609 (1927). 
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wicklungen nach p,!/? an und bestimmt die Koeffizienten so, daß die Komponenten 
der elektromagnetischen Feldstärken an der Kante die genannten Eigenschaften 
haben, dann ergibt sich als notwendig und hinreichend, daß J7, und IT, an der 
Kante endlich bleiben und die Entwicklung von IT, cos +- IT,sing kein Glied 
mit 0,'/2 enthält. Diese Bedingung ist dieselbe wie für die De byeschen Potentiale 
und sie läßt sich beim kreisförmigen Schirm auf die gleiche Weise in rotations- 


‚elliptische Koordinaten umschreiben (vgl. *)). Definieren wir diese durch 


(&+1)(l—9) cosy, z=a&n, (10) 
wo a den Radius der Kreisscheibe bedeutet, so lautet also die Kantenbedingung 
II,II,= endlich fir E=n=0, » (11) 


é 
+ JI, sin y) = 0, (II,cos$ + IT, sin gy) = 0 für&=n=0. (12) 


Die Beschreibung der gebeugten Welle durch ein Vektorpotential, dessen 
z-Komponente verschwindet, wurde aus physikalischen Gründen nahegelegt. Sie 
ist aber auch in mathematischer Hinsicht besonders zweckmäßig; denn für ein 
Vektorpotential mit nicht verschwindender z-Komponente lassen sich nicht so 
einfache Kantenbedingungen herleiten, insbesondere darf man nicht fordern, 
daß es an der Kante endlich bleibt. 


4. Entwieklung der ebenen Welle nach Sphäroid-Funktionen 
Die Wellengleichung (1) läßt sich in den rotationselliptischen Koordinaten (10) 
separieren. Es gibt separierte Wellenfunktionen, die im ganzen Raum eindeutig 
und endlich sind. Wir unterscheiden solche, die sich wie stehende Wellen und 
solche, die sich in großer Entfernung wie auslaufende Wellen verhalten. Die 
ersteren bezeichnen wir mit 


iy) pn (13) 

die letzteren mit 
(— iy) pan (14) 
Die Funktionen Sy und psy sind Sphäroid-Funktionen. y hat die Bedeutung 
“= ka, (15) 


wo k die Wellenzahl, a der Schirmradius ist. n und m sind ganze Zahlen, 
n >|m| >0. Wegen näherer Einzelheiten über die Sphäroid-Funktionen ver- 
weisen wir auf!) (dort ist S p statt ps geschrieben), auf?)®)®), und auf eine in 
Vorbereitung befindliche zusammenfassende Darstellung, ferner auf die Unter- 
suchungen von Bouwkamp”)") und Chu und Stratton"). Die Eunktionen 


ps, sind so normiert, daß wie bei den entsprechenden Kugelfunktionen 


1 
(ns dy = (AY (16) 


*) J. Meixner, Die Laméschen Wellenfunktionen des Drehellipsoids, Bericht d. 
ZWB., Nr. 1952 (1944). 

8) J. Meixner, Z. angew. Math. Mech. 28, 304 (1948). 

®) J. Meixner, Arch. d. Mathem. 1, 432 (1949). 

1) C.J. Bouwkamp, Theoretische en numerieke behandeling van de buigung 
door een ronde opening. Diss. Groningen 1941. 

1) C.J. Bouwkamp, J. Math. Physics 26, 79 (1947): 

#2) L.Chu und J. A. Stratton, J. Math. Physics 20, 259 (1941). 
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Die Funktionen Sy’ haben für große £ das asymptotische Verhalten 


(17) 


. 


{k sin O cos®, k sin @ sin®, k cosO} die Richtung angibt, aus der die ebene 
Welle kommt, gilt dann die ee 7) 


Ist O = 0, so fallen hierin alle Glieder mit m + 0 weg. Wir nehmen nun ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit ® = 0 an. Die x, z-Ebene ist dann die Einfalls- 
ebene der ebenen Welle. Je nach der Schwingungsrichtung des elektrischen 
Vektors der einfallenden Welle unterscheiden wir zwei Fälle und setzen 


= (0, £, 0} on V: {E cos 9, 0,—E sin 0} (19) 
bzw. 
= {Ecos 8, 0, H sin / = {0, Of (20) 
Für das cee ra erhaiten wir mit der Forderung IT, = 0 
= 0, IT, = D+iot (21) 
bzw. 
I\y = 9. (22) 


Hierin ist nun die Darstellung (18) der ebenen Welle eingesetzt zu denken. 


5. Die Berechnung des Hertzschen Vektors der gebeugten Welle 


Wir führen zunächst einige Abkürzungen für die im folgenden auftretenden 
Reihen ein. Es sei 


®„(&n;y) = - 
Sm (10; ay) mis) 
(ns iy) psn” 
OP, ’ ; 
24) 
m (0; iy) per (0; ty) ( 
n 
sm (_i 0; i) 
Vin 939) = Vim 4373 9) 
a sm (_ i0; y) Y ( ) 
-(—1)" psn (n; iy) ps” (cos@;iy), 


Für die ebene Welle e‘,9 + i»t, deren Wellenzahlvektor mit den Komponenten. 
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OV m (€, 3 730 
(7:0) = Wm (950) = 


|€=n=0 


(26) 


Diese Reihen konvergieren für alle © und, soweit sie £ und 7 enthalten, für alle 
£>0 und für —1 sn <1. Die Konvergenz ist in allen Fällen vorzüglich, die 
Zahl der benötigten Reihenglieder wächst indessen mit y an. 
Die gebeugte Welle setzen wir nun aus zwei Anteilen zusammen. Der erste, 
IT,,II,, soll zusammen mit der einfallenden Welle die Randbedingungen 


IE+1,;=0, aufS (27) 
erfüllen. Dann müssen die Bedingungen (8) und (9) für den zweiten Teil der gebeugten 


Welle, /7; und Ih,: allein erfüllt sein. Man bestätigtnun FERN, daß durch die Ansätze 
ı = 0, 
m=—00 
1 eE ei vt V (€ . ;O) 
vi = 


die Randbedingungen (27) erfüllt sind, indem man in J7;, JJ; aus (21) und (22) 
die Reihenentwicklung (18) und in J7;, JT, für V„(&,n;y9;©) die Reihenent- 
wicklung (25) einsetzt und dann & = 0 setzt. 

Bei der Berechnung von J7;, IT, handelt es sich darum, eine Wellenfunktion 
zu finden, welche in großer Entfernung eine auslaufende Welle darstellt und auf dem 
beugenden Schirm die Randwerte (8) und (9) annimmt. Dies leisten die Funktionen 


(30) 


wie man aus für die Sphäroid-Funktionen, welche Möglich ®) 
aufgestellt hat, schließen kann. 

In den beiden Fällen | und || haben die Koeffizienten U, verschiedene Werte. 
Wir bezeichnen sie mit U„, und Um, 

Bei der Anwendung der Kantenbedingung (12) können wir von der einfal- 
lenden Welle absehen; denn ihr elektromagnetisches Feld ist an der Kante end- 
lich und sie erfüllt daher für sich die Kantenbedingung. Die zweite Bedingung 
in (12) ist für J7* # IT? identisch erfüllt, da nach Ausführung der n-Differentiation 
jedes Glied der Reihenentwicklungen ein Produkt der Gestalt SP) (—1i0; iy) 

ps (0;iy)' enthält, von dem für n—m= gerade der zweite Faktor, für 
n-m—= ungerade der erste Faktor 2 Die erste Bedingung in (12) 
für ZT! + IT: ist in g identisch zu erfüllen. Sie liefert daher, indem man die Glieder 
mit gleichem Faktor ei”? zusammenfaßt und für sich Null setzt nach Einfüh- 
rung der Abkürzungen (24) und (26) 


Um = (Wmii— m—1)> (31,) 


4 
| 
| 
ae 
¥ 
= 
. 
% 
11* 


164 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 7. 1950 


Aus den Eigenschaften der Y,, und W,, (siehe (24) und (26)) schließt man auf 
Um s =(—1)"t* Umy = (— Um: (32) 


Damit sind die Koeffizienten U,, bekannt und der Hertzsche Vektor /T: + IR 
der gebeugten Welle ist für beliebige Einfallsrichtung der ebenen Welle durch 
Reihen nach Produkten von Sphäroid-Funktionen explicit dargestellt. Die nume- 
rische Berechnung dieser Reihen läßt sich nun mit Hilfe von Tafeln für die Sphä- 
roid-Funktionen durchführen. Dies soll in einer späteren Arbeit geschehen. 


6. Der Spezialfall einer senkrecht einfallenden ebenen Welle 


Für eine senkrecht auf den Schirm treffende Welle ist @ = 0. Dann treten 
einige Vereinfachungen ein. Insbesondere genügt es hier, ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit, nur den Fall (20) zu betrachten, wo die elektrische Feldstärke 
der einfallenden Welle durch 


G = {—E, 0, 0} tint (33) 
gegeben ist. Dann wird, da alle W,, mit Ausnahme von W, verschwinden 
+ 9 
= kU, (y) sn 2g -®, (&, 4; y). | 
Der Wert von U bestimmt sich nach (31)) aus 


Us + = — Weit). 


In diesem Fall der senkrecht einfalienden ebenen Welle wollen wie die ersten 
Glieder einer Entwicklung der gebeugten Welle nach Potenzen von y bestimmen. 

Dazu benötigen wir noch folgende Formeln aus der Theorie der Sphäroid- 
Funktionen. Es gelten die Entwicklungen nach Kugelfunktionen 


90 
(—1)' ane, (ty) (36) 
r=m—n 
worin für große Wellenlängen, d.h. für kleine y 
(iy) = 007"). + 1,42...) (31) 
Ferner ist 
Sp (—i0; iy) = (—i0; iy) —i (—i0;iy). (38) 
Fiir m = 0 ist (wir lassen dann den Index m = 0 weg) 
a, 
(— = = 0") (39) 
@) — (03 ty) (O58 Y) _ 1-1 40 
Für m = 2 ist 
(iy) (y") ( 
15 2 (0; 2 (058 
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Zur Abkürzung ist gesetzt 
. 
An (iy)= (ty). (43) 
r=>—n—m 


Für eine Entwicklung von W,, %, Y, bis zur Ordnung y* einschließlich werden 
folgende Koeffizienten benötigt: 


(iy) = 
a, = +O"), 
dno (iy) = 1+ 0 (y+), (44) 
=— 


(iy) = +004). 


1 
a, (iy) = +0 (Y*)- 
Ferner ist 
1 37 
(0507) = 1— + | (45) 
1 
pe (13 iy) = 1+ + + OY). 
. Die Durchführung der Reihenentwicklung nach Potenzen von y liefert damit 
W 5 11 
Wir beschränken uns nun auf den Fall, daß £ sehr groß ist. Dann wird y§ kr 
(r= Abstand vom Scheibenmittelpunkt), und es ergibt sich nach einigen Rech- 
nungen aus (33) und (34) wegen (17) 


e Be ttrttot 2 


4 
2(1 +5 Py (n) 


ek ; 
12 e 


(47) 
2 1 
Pa) + cos2y + 
sin 2g [1 + 0 (94) (48) 


Hieraus errechnet sich in bekannter Weise durch Integration des Poyntingschen 
Vektors über alle Richtungen die ausgestrahlte Intensität. Wir dividieren sie 
durch die auf die Scheibe einfallende Intensität und erhalten dann als Wirkungs- 
querschnitt der Scheibe, ausgedrückt in Vielfachen des Flächeninhaltes der Scheibe, 
den Ausdruck 


Dieses Ergebnis ist, wie wir sehen werden, das doppelte der Durchlässigkeit einer 
runden Öffnung im unendlich ausgedehnten vollkommen leitynden Schirm. Für 


an auf ve 2 
(3 
Sphi- 
n. 
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(33 = 
(34) 
(35) : 
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(3) 
(37 
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letztere hat Miles*) einen Ausdruck angegeben, der sich von R/2 nur dadurch 
unterscheidet, daß an Stelle unseres Faktors os = 0,88 der Faktor 0,931 steht, 


7. Konvergenzbetrachtungen 

Von einer Weiterführung dieser Entwicklungen nach Potenzen von y sehen 
wir ab. Sie wäre recht mühsam und hätte dennoch geringe praktische Bedeu- 
tung. In dem besonders interessanten Bereich y > 1 wäre bereits eine sehr große 
Zahl von Gliedern zu berücksichtigen. Es ist daher zweckmäßiger, für y >| 
die Reihen (23) bis (26) numerisch aufzusummieren. Um die Zahl der bei gege- 
benem y benötigten Reihenglieder zu übersehen, schätzen wir zunächst die Reihen- 
glieder in (24) für große n ab. In diesem Fall kann man ps, (yj; i) durch P} (n) 
ersetzen. Setzt man fir S”™ (—70; ty) seinen Wert aus (38) bis (42) ein, 80 
ergibt sich wegen 


+ "T(m+- 3) (n — m = gerade; n> 1) 
für das allgemeine Reihenglied in (24) bei großen n die asymptotische Form 


4n) 


Man darf hieraus schließen, daß man bei großen Werten von y etwas mehr als | 


n=ye/40,7y Reihenglieder berücksichtigen muß, um eine ausreichende 
Genaugkeit zu erhalten. Das bedeutet für die numerische Auswertung der Reihe 
(24), wenn man, was praktisch noch durchführbar ist, bis n = 10 gehen will, 
daß die höchsten erfaßbaren Werte von y etwa bei y = 10 liegen. 

Die Reihen (23), (25) und (26) konvergieren praktisch ebenso gut, (23) und (25) 
hei großen & sogar noch wesentlich besser. Es ändert sich daher durch sie nichts 
an dem gefundenen Zusammenhang zwischen dem vorgegebenen y der Zahl 
der zu berücksichtigenden Reihenglieder. 

Die Verhältnisse liegen also in dieser Hinsicht ähnlich wie bei FR Beugung 
einer ebenen elektromagnetischen Welle an einer Kugel. Auch dort wird die 
numerische Auswertbarkeit praktisch dadurch beschränkt, daß mit abnehmender 
Wellenlänge immer mehr Reihenglieder zu berücksichtigen sind, und zwar findet 
Debye") einen ganz ähnlichen Zusammenhang zwischen y=ka (wo nun @ 
der Kugelradius bedeutet) und der Zahl der zu berücksichtigenden Reihenglieder. 

Für größere Werte von y wird man versuchen müssen, die Reihen (23) bis 
(26) durch eine geeignete Transformation in eine besser konvergierende Gestalt 
zu bringen. 


8. Der auf der Kreisscheibe induzierte Strom bei senkrecht 
einfallender ebener Welle 


Aus dem Sprung der Tangentialkompopnente des Magnetfeldes zwischen 
Vorder- und Rückseite der Scheibe läßt sich die auf der Scheibe induzierte Strom- 
dichte berechnen. Für das Magnetfeld ergibt sich nach (3) wegen JJ, = 0 


(50) 


13) J. W. Miles, Physic. Rev. 75, 761 (1949). 
14) P. Debye, Ann. Physik [4] 30, 57 (1909). 
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Auf der Lichtseite der Scheibe (z = + 0) wird daher 


_ ell, 


_ to all, 
ay 


Auf der Schattenseite (2 = —0) ergeben sich jeweils, wegen des Faktors 1/7 und 
weil /7,,/7, gerade in 7 sind, die entgegengesetzten Werte. Somit wird die indu- 
zierte Flächenstromdichte 


2 io al, 
Durch Entwicklung nach Potenzen von y ergibt sich in erster Näherung 
— 1 
ra 8 
oder in ebenen Polarkoordinaten o und @ ausgedrückt 
8, 
(54) 


= Vz sing . 

Die Tatsache, daß das Verhältnis von Strom zu erregender Feldstärke in 
erster Näherung imaginär ist, bedeutet, daß der Strom bei großen Wellenlängen 
im wesentlichen Blindstrom ist. Dies spiegelt sich auch darin, daß die ausge- 
strahlte Energie nicht von der Ordnung y, sondern nach (49) von der Ordnung y ist. 

An (54) erkennt man ferner, daß die Normalkomponente des Stroms am Schei- 
benrand verschwindet. Dies steht im Einklang mit der allgemeinen Eigenschaft, 
daß am Rand des Schirms die Komponente von $ in Richtung des Randes endlich 
bleibt, oder mit der gleichwertigen Ausdrucksweise von Maue®), daß allgemein 
am Rand eines beliebigen Schirmes die Normalkomponente der Stromdichte 
endlich bleibt. 

Daß bei uns J, am Scheibenrand nicht nur endlich bleibt, sondern sogar ver- 
schwindet, gilt nicht nur für die Näherung (54); das läßt sich auch streng für 
beliebige Wellenlängen und für beliebige Einfallsrichtungen der ebenen Welle 
Zeigen. Wir-möchten daher vermuten, daß dieser Tatsache allgemeine Bedeu- 
tung bei beliebigen Schirmen zukommt. 

Die 9-Komponente der Stromdichte wird jedoch am Scheibenrand unendlich 


wie (1 
9. Das komplementäre Beugungsproblem 


Die Beugung einer ebenen Welle an der unendlich ausgedehnten vollkommen 


‘leitenden Ebene 8’ mit einer kreisrunden Öffnung 8 läßt sich mit Hilfe des ver- 


ällgemeinerten Babinetschen Prinzips auf das oben behandelte Beugungspro- 
blem zurückführen. Es lautet: Löst die gebeugte Welle &,$® das Beugungs- 


8) A.W. Maue, Z. Physik 126, 601 (1949). 
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problem für die auf den Schirm S einfallende Welle &, 9°, so löst für z>0 die 
Welle 9°, ©, für z <0 die Welle 9°, y= ( das Beugungs- 


problem fiir die auf den Schirm S einfallende Welle y2 9°, — y= &*. Beweise für 


diesen Satz finden sich bei Copson®), Watson”), der einfachste und vollstän- 
digste, die Kantenbedingung berücksichtigende Beweis findet sich in '). 

Auf Grund dieses Prinzips können wir die folgende Lösung des Beugungs- 
problems für die runde Öffnung anschreiben: 


rot (IF + Ir + IP), 9 = rot rot (/Te + + IP), 

(2 >0), 
€=—|/ “iw rot IP, 9 = Ver rot rot IP, 

< 0). 


IIe ist aus (21) bzw. (22) zu entnehmen. /J® ist die Summe von IT! und IR. 
IT: findet sich in (28) bzw. (29), während J7? in (30) definiert ist, wobei die Koeffi- 
zienten U, die in (31) angegebene Bedeutung besitzen. JJ’ stellt die reflektierte 
Welle dar, wie sie sich ergäbe, wenn keine Öffnung vorhanden wäre. Das ein- 
fallende elektrische Feld ist explicit gegeben durch 


= {E 0, —E sin O} für T=II,, (56) 
bzw. 


& = {0, E, 0} + tot für IT = II). (57) 


Setzt man also in (55) /T, bzw. //, ein, so erhält man damit den Fall (56) bzw. 
(57), in welchem der elektrische Vektor der einfallenden Welle in der Einfalls- 
ebene liegt bzw. senkrecht zur Einfallsebene ist. 

Dieser Vertauschung von senkrechter und paralleler Polarisation bei den 
komplementären Beugungsproblemen steht auch ein Wechsel in der Bedeutung 
(nicht im formelmäßigen Ausdruck) von // gegenüber. Während bei der Beugung 
am Schirm S der Vektor // der Hertzsche Vektor war, spielt er bei der Beugung 
an der Öffnung S im Schirm S’ die Rolle des Fitz-Geraldschen Vektors. 

Wegen der Symmetrie des Poyntingschen Vektors in € und § wirkt sich die 
veränderte Bedeutung von J7 auf den Energiestrom nicht aus. Daher ist die 
durch die Öffnung S durchgehende Intensität gleich der beim komplementären 
Beugungsproblem von der Scheibe S in den Halbraum z < 0 gestreuten Intensität 
oder gleich der Hälfte der insgesamt gestreuten Intensität. 


16) E.T.Copson, Proc. Roy. Soc. London (A) 186, 100 (1946). 
17) W.H. Watson, Physical principles of wave guide transmission, Oxford 197. 


Aachen, Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 23. Januar 1950.) 
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947. 


Über ferromagnetische Platin—Mangan-Legierungen 
Von M. Auwärter und A. Kußmann 
(Mit 2 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Die Pt—Mn Legierungen zeigen zwischen 6 bis 16 Gew.% (18 bis 32 At.%) 
Mangan ferromagnetische Eigenschaften mit einer maximalen Sättigung . 
42 J ~ 8000 Gauß. Träger des Ferromagnetismus ist innerhalb des platinreichen 
Mischkristalls die geordnete Atomverteilung Pt,Mn. Magnetisierbarkeit, thermi- 
sche Ausdehnung, Gitterkonstanten und Umwandlungstemperaturen der Le- 
gierungen wurden bestimmt. 


Die von dem einen von uns (M. Auwärter) vor einigen Jahren gemachte Fest- 
stellung, daß Platin—Mangan-Proben in einem schmalen Konzentrationsbereic h 
um 10 Gew.‘%, Mangan ferromagnetisch sind, veranlaBte eine eingehendere Uber- 
prüfung dieser Legierungen mit dem Ziel, die für das Auftreten des Ferromagnetis- 
mus verantwortliche Phase und ihre Eigenschaften festzulegen. 

Zu diesem Zweck wurden in einem Vakuum-Hochfrequenzofen aus reinen Aus- 
gangsmaterialien (99,9proz. Pt und 99,5proz. Mn) in Form dünner Stäbchen 
7 Legierungen mit 6, 7, 8, 10, 12, 14 und 16 Gew.% Mangan entsprechend einem 
Atom-Prozentgehalt von 18,4—21,1—23,5—28,2—32,6—36,6 und 40,3 At.%, Man- 
gan hergestellt. Das Gefüge der Legierungen wurde durch zehnstündiges Glühen 
bei 1200° homogenisiert. Diese Proben dienten nach verschiedener Wärmebehand- 
lung zu Messungen der Magnetisierbarkeit von tiefen Temperaturen bis zum 
Curiepunkt und zu dilatometrischen Messungen bis 950°. Weiter wurden an ab- 
gedrehten kleinen Stückchen Röntgenogramme nach dem Debye-Scherrer- 
Verfahren sowie einige Rückstrahlaufnahmen aufgenommen. 

Die Ergebnisse der magnetischen Untersuchungen!) sind in der nachfolgenden 
Abb. 1 dargestellt. Nach ihnen beginnt der ferromagvetische Bereich bei einem 
Manganzusatz zum Platin von etwa 5—6 Gew.%,. Eine Legierung mit 6%, Mangan 
zeigt bei Raumtemperatur noch Paramagnetismus, doch nimmt dieser mit sin- 
kender Temperatur zu und geht bei etwa —95° in Ferromagnetismus über. Bei. 
der Temperatur der flüssigen Luft hat diese Probe bereits eine Sättigung von 
3400 Gauß, d.h. etwa der Hälfte der des Nickels. Eine Probe mit 7%, Mangan 
weist ein analoges Verhalten mit einem Curiepunkt bei —45° und einer Tieftem- 
peratursättigung von 4800 Gauß auf. Bei weiterer Steigerung des Mangange- 
haltes sind die Proben schon bei Raumtemperatur ferromagnetisch; die Sätti- 
gungsmagnetisierung nimmt mit der Konzentration zunächst zu, geht dann über 
ein Maximum und verschwindet in der Gegend von 15%, Mn. Aus dem Sättigungs- 


!) Die Hauptmessungen wurden in den Jahren 1943 und 1944 durchgeführt. 
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verlauf bei tiefen Temperaturen ist dabei eindeutig zu erkennen, daß das Maximum 
‘der Magnetisierbarkeit bei etwa 9 Gew.°% entsprechend 25 At.°/, Mangan, d.h, 
also bei der stöchiometrisch ausgezeichneten Zusammensetzung Pt,Mn liegt. 
Die Curiepunkte der Legierungen zeigen im Gegensatz zu diesem bogenförmigen 
Verlauf der Sättigungskurve mit der Konzentration einen nahezu linearen Anstieg 
von tiefen zu hohen Temperaturen (Abb. 1, oberer Teil), ein Verhalten, wie es auch 
für andere ferromagnetische Legierungsbereiche aus unmagnetischen Kompo- 
nenten, z. B. Pt—Cr, charakteristisch ist. Zu hohen Mr-Gehalten hin werden dabei 
die Curiepunkte undeutlich, und 


zeigt die Probe nik 
4 500 noch einen ausgepragten Curie- 
p punkt bei 450°, dagegen war 
400 auf der magnetothermischen 
1300 Kurve der Probe mit 16%, Pt 
200 ein Knick nicht mehr sicher zu 
erkennen. 

1700 Wärmebehandlung — Glü- 
’ ii 0 hungen bei 1000° und bei 1 200° 
Magn. Sattg. J 4-700 mit nachfolgendem Abschrecken 
in Wasser, und 72stündiges An- 
8000 N 200 lassen bei 500° und 600° — war 
auf die magnetischen Eigen- 
6000 / dar UT schaften der Proben mit 6 bis 
j | 12%, Mangan praktisch ohne 
Fi Einfluß. Lediglich die mangan- 
4000 > reichen Legierungen mit 14 und 
i 16%, Mangan zeigten dabei An- 
2000 1 derungen der Sättigung um 
: einige Prozent, ohne daß jedoch 
; dabei ein systematischer Gang 

0 zu erkennen war. 


%Mn In ihrem sonstigen magne- 

3 678 Rbew%n tischen Verhalten, insbesondere 

Abb. 1. Curiepunkte und Sättigung der in der Form ‚der Magnetisie- 

 Platin—Mangan-Legierungen rungskurve, wiesen die unter- 

suchten Legierungen keine Be- 

‘sonderheiten auf. Die Permeabilität auf der Nullkurve lag in der Größenordnung 

200—400, die Koerzitivkräfte betrugen etwa 10 Oe. Eine Ausnahme bildeten die 

beiden manganreichen Legierungen mit 14 und 16 Gew.°%, Mangan, die eine 

‚erhöhte Koerzitivkraft mit etwa 30 bzw. 150 Oe besaßen, was als Beweis für das 

Auftreten eines Zweiphasengebietes gewertet werden kann. Irgendeine technische 

Verwendung auf Grund des magnetischen Verhaltens dürfte für diese Legierungen 
nicht gegeben sein. 


Die nach dem Debye-Scherrer-Verfahren mit gefilterter Cu-Strahlung auf- 
‚genommenen Röntgendiagramme?) der Legierungen ließen sich bis einschließlich 
12 Gew.%, Pt kubisch indizieren. Zusätzlich zeigten alle Proben Überstruktur- 


*) Für die Durchführung der Messungen sind wir Herrn Dr. H. E. v. Steinwehr 
:zu Dank verpflichtet. 
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linien, und zwar am stärksten die mit 8 und 10 Gew.%, so daß ein Maximum des 
Auftretens dazwischen, dh. also bei der stöchiometrischen Zusammensetzung 
9 Gew.% entsprechend 25 At.%, Pt, angenommen werden kann. Eine Verbreite- 
rung oder Aufspaltung der Linien wurde in keinem Fall beobachtet. Als Zahlen- 
werte der Gitterkonstante ergaben sich aus Rückstrahlaufnahmen nach Sachs- 
Weerts in einer Kammer mit ebenem Film bei etwa 25 mm Abstand vom Prä- . 
parat und 0,5 mm Rundblenden mit Wolframpulver (3158, A) als Eichsubstanz 
die folgenden Werte: 


Gew.% Pt: 6 8 10 
Gitterkonstante : 3,897 3,892, 3,890 A. 


Sie liegen auf einer geraden Linie, die aber wesentlich weniger geneigt ist als die 
nach der Vegardschen Regel errechnete. 

Das Gitter des Platins ist somit in diesem Bereich als Mischkristall erhalten 
und zeigt eine Uberstruktur vom Typ LI,(AuCu;), wobei die Pt-Atome vorzugs- 
weise die Flächenmitten und die Mn-Atome die Ecken des Elementarkörpers 
besetzen, der dadurch primitiv wird, aber seine Symmetrieklasse und prinzipielle 
Größe beibehält. Das Maximum der Ordnung liegt bei 25 At.%, entsprechend 
Pt,Mn, als Bauprinzip macht sich die Überstruktur aber schon in dem ganzen unter- 
suchten Bereich bemerkbar. Durch Abschrecken der Proben von 1000° in Wasser 
wurde die Intensität der Überstrukturlinien nicht merklich geändert, so daß also 
die Bildungsgeschwindigkeit der Atomordnung sehr groß sein muß. 

Bei den Diagrammen der Proben mit 14 und 16% zeigte sich dagegen die oben 
beschriebene Eindeutigkeit nicht, vielmehr wurden bei ihnen neben allen Haupt- 
und einigen Überstrukturlinien noch eine ganze Reihe weiterer Reflexe beobachtet, 
die nicht indiziert werden konnten. Sie gehören einer neuen Phase an, so daß in 
Übereinstimmung mit den 


Messungen der Koerzitiv- 
kraft demnach ein Zwei- 22 b 
phasengebiet bei etwa | 
14 Gew.% Pt beginnen 20 

& 78 
wiirde. S 

Schließlich wurden an X 76 

den Legierungen dilatome- § 7 Bi 
trische Messungen durchge- ‘= 72 
führt, deren Ergebnisse 10 — pew. 
Abb. 2 zu entnehmen sind. X 8 —h 
Wie zu erkennen, zeigenalle ~ 5 ee 
Proben bis zu etwa 600° yf 
einen nahezu gradlinigen Zu- 2 
wachs der Länge mit der ‚Temp. 


Temperatur, wobei sich die 200 300 wo 50 60 70 800 90 10T 
magnetischen Curiepunkte Apb.2. Thermische Ausdehnung von Platin—Mangan- 
innerhalb der MeBgenauig- Legierungen 

keit nicht ausprägen. Bei 

höheren Temperaturen macht sich dagegen durch eine Verkürzung auf der Er- 
wärmungskurve bzw. Verlängerung auf der Abkühlungskurve eine Umwandlung 
bemerkbar, die mit einer Hysterese zwischen Hin- und Rückgang behaftet ist. 
Diese Umwandlung lag bei der Probe mit 6%, Mn zwischen 800° und 830°, war bei 
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7% Mn auf 820° und 860°, bei 8%, Mn über unsere höchste Beobachtungstemperatur 
(950°) angestiegen und daher auf der Kurve nicht mehr ausgeprägt. Bei 10 und 
12% Mn ist sie dagegen bereits wieder abgesunken und lag bei 950°/970° baw, 
925°/875°. 

Trägt man diese Umwandlungstemperaturen graphisch auf, so ist einwandfrei 
zu entnehmen, daß die Punkte auf einer bogenförmigen Kurve mit ebenfalls einem 
Maximum in der Gegend von Pt,Mn liegen. In Übereinstimmung mit dem röntgeno- 
graphischen Befund, der in diesem Gebiet nur eine Phase erkennen läßt, ist damit 
der Schluß berechtigt, daß es sich bei den gefundenen Übergangstemperaturen 
um die Grenze zwischen geordnetem und ungeordnetem Zustand handelt. 

Die Proben mit 14 und 16%, Mn ließen mit Ausnahme von schwachen Rich- 
tungsänderungen in der Gegend von 700° keine Besonderheiten erkennen. 


Fassen wir die Ergebnisse zusammen, so bilden Platin und Mangan bis zu etwa 
14 Gew.°%, feste Lösungen, während oberhalb dieser Konzentration ein Zwei- 
phasengebiet vorliegt. In dem untersuchten Bereich zwischen 6 und 12 Gew.% 
tritt eine Atomordnung Pt,Mn auf, die sich unterhalb etwa 900° bildet. Gleich- 
zeitig weisen die Legierungen Ferromagnetismus mit ebenfalls einem Maximum bei 
Pt,Mn auf. Sowohl die Überstruktur als auch der Ferromagnetismus kann durch 
Abschrecken nicht beeinflußt werden. In Analogie zu anderen Legierungsbereichen, 
insbesondere bei Platin—Chrom, bei dem eine ganz ähnliche Verknüpfung zwischen 
Überstruktur und Ferromagnetismus beobachtet wurde, sind wir zu dem Schluß 
berechtigt, daß auch hier der Ferromagnetismus an die Atomordnung Pt,Mn ge- 
bunden ist. 


Weida/Thür., Deutsches Amt für Maß und Gewicht. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 20. Dezember 1949.) 
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Über magnetische Eigenschaften von Platin—Eisen- 
Legierungen. II 


Von A. Kußmann und G.Gräfin v. Rıttberg 
(Mit 8 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Eine nochmalige Untersuchung der Platin-Eisenreihe führte hinsichtlich des 
magnetischen Verhaltens zu folgenden neuen Ergebnissen: 

1. Die Sättigungsänderungen und die Doppelungen der Curielinien im Legierungs- 
bereich zwischen 50 und 63 Gew.°% Platin ließen sich phänomenologisch klären 
und der Bildurg der Überstrukturphase Fe,Pt zu ordnen. 

2. In diesem Bereich wurden die höchsten bisher an ferromagnetischen Stoffen 
beobachteten Magnetostriktionen festgestellt, und zwar Längseffekte dl/l von 
180 -10% und Verlängerungen oberhalb der Sättigung von rund 40 10% je 
1000 Oe Feldzuwachs. 

3. Das optimale Dauermagnetverhalten liegt bei 70 Gew.°%, Pt, wobei Koer- 
zitivkräfte von 1900 Oe (für J = 0) bei Remanenzen von 6000 Gauß auftreten. Die 
Magnetostriktion dieser Legierungen ist sehr klein. 


4. Jenseits der bisher angenommenen Grenze ferromagnetischen Verhaltens 
findet sich bei Platin mit geringen Eisengehalten (94 bis 98 Gew.‘, Pt) nochmals 
ein schmaler Bereich mit Ferromagnetismus bei tiefen Temperaturen. 


In noch höherem Maße als die Eisen-Nickel-Legierungen, die jahrzehntelang 
bis heute die Forschung beschäftigt haben, zeigen die ihnen metallkundlich nahe- 
stehenden Eisen-Platin-Legierungen eine außerordentliche Mannigfaltigkeit ihrer 
physikalischen Eigenschaften, bedingt durch ein Nebeneinanderliegen von Le- 
gierungsbereichen von gegensätzlichem Verhalten'). In Verbindung mit einer 
Neubearbeitung des Zustandsdiagramms?), die zur Festlegung zweier geordneter 
Atomverteilungen Fe,Pt und FePt, führte, wurden an den zu diesem Zweck her- 
gestellten Legierungen auch die magnetischen Eigenschaften noch einmal unter- 
sucht. Die Überprüfung?) erstreckte sich auf die Höhe der Sättigungsintensität, 
den Verlauf der magnetothermischen Kurven zwischen —193° und dem Cvrie- 


punkt , die und die Magnetostriktion nach verschiedenen 


Wärmebehandlungen. Uber die erzielten Ergebnisse sei nachfolgend kurz berichtet. 


1) L. Graf u. A. Kußmann, Physik. Z. 36, 544 (1935). 

2) A. Kußmann u. G. Gräfin v. Rittberg, Erscheint Z. Metallkde. 

3) Die Hauptmessungen wurden in den Jahren 1941—1944 in der Phys. Techn. Reichs- 
anstalt durchgefiihrt. Da die Unterlagen zeitweilig nicht zurVerfiigung standen, erfolgt 
die Veröffentlichung erst jetzt. 
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1. Sättigungsverlauf und Curiepunkte 


Die für Raumtemperatur erhaltenen Sättigungswerte sind in Abb. 1 wieder- 
gegeben und stehen in befriedigender Übereinstimmung mit den bisher im Schrift- 
tum vorliegenden Befunden‘). Die Kurve steigt demnach vom Eisen ausgehend 
im Gebiet der x-Phase erst etwas an, wird-dann unterbrochen durch einen bis fast 
auf Null gehenden Einschnitt beim «/y-Phasenwechsel, worauf die Werte im 
y-Gebiet wieder fast auf die alte Höhe anstgjgen und dann hin zum anderen Metall 
abnahmen. Um eine Umrechnung in spezifische Magnetisierungen zu gestatten, 
ist als Nebenfigur die Dichte der Legierungen angegeben. 


8 
N Ane 
6 & 
\x S 
\ a | 
3 16000 8 
S | 0 2 W 00 
12000 | 1% N 
S x N y-Mischkristall 
fopt Ne 
x 
4000 me 
10 20 0 40 50 60 0 BOM 
000 © 7] 7) 9 bew. 


Abb. 1. Sättigungsmagnetisierung und Dichte von Eisen—Platin-Legierungen 
bei Raumtemperatur 


Sättigungsverlauf und ebenso auch der Gang der Umwandlungspunkte ähneln 
somit weitgehend dem entsprechenden Verlauf der Werte im System FeNi; üb- 
licherweise pflegt man daher beide Systeme miteinander zu vergleichen und auch 
die Legierungen in irreversible und reversible zu unterteilen. 

Im irreversiblen Gebiet verhalten sich die PtFe-Legierungen in der Tat weit- 
gehend ähnlich den entsprechenden Nickelstählen. Auf Grund der mit steigendem 
Platingehalt zunehmenden Temperaturhysterese der allotropen «/y-Umwandlung, 
die von etwa 6%, Pt an die Curielinie überschneidet, liegt Verlust und Wiederkehr 
des Magnetismus bei verschiedenen Temperaturen, und hier wie dort kann man 
durch Abkühlung abgeschreckter Legierungen auf tiefe Temperaturen (Bildung 
von Martensit) die Menge der x-Phase etwas vergrößern und damit auch die Magne- 


4) L.Graf u. A.Kußmann, l.c.; M. Fallot, Ann. Physique 10, 291 (1938). 
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tisierbarkeit in gewissen Grenzen ändern. Irgendwelche grundsätzlichen Abweichun- 
gen gegenüber dem von den Nickelstählen her Bekannten zeigten sich dabei bis 
zu etwa 40 Gew.°%, Pt nicht. 

Verwickelter werden jedoch die Verhältnisse am Rande des Irreversibilitäts- 
gebietes zu höheren Pt-Gehalten hin. Was zunächst die Lage des bei Raum- 
temperatur noch unmagnetischen Zwischengebiets der y-Phase betrifft, so war 
diese Frage in den bisherigen Arbeiten noch offen gelassen worden. Die dichtere 
Probenfolge der vorliegenden Untersuchung gestattet eine genaue Lokalisierung, 
und zwar stellt es sich in der Gegend von 54 Gew.% als ein enger, mit sinkender 
Temperatur sich versehmälernder Bereich dar, der bei Raumtemperatur vielleicht 
überhaupt verschwindet oder höchstens 1%, Breite umfaßt. So lag bei der Probe 
mit 50 Gew.% Pt die y/x-Umwandlung bei +50°, d. h. diese Probe blieb in einem 
Temperaturbad von +50° paramagnetisch, wandelte sich aber bei Raumtemperatur 
unter gleichzeitigem Anwachsen der Magnetisierung langsam in «-Phase um. 
Bei der Probe mit 54 Gew.°% lag die Umwandlung um Raumtemperatur, bei 
55 Gew.°% bei etwa —60°, doch zeigt hier auch die ungeordnete y-Phase bei Raum- 
temperatur wieder eınen beträchtlichen Ferromagnetismus. 

Erschwerend tritt nun hinzu, daß der Existenzbereich der Überstrukturphase 
Fe,Pt sich in das irreversible Gebiet hineinerstreckt, die Umwandlungs-Tem- 
peraturen verschiebt und, da sie ferromagnetisch ist und einen höheren Curie- 
punkt besitzt, auch die Eigenschaften verändert. Erwärmen wir so eine Probe aus 
dem Bereich zwischen 50 und 54 Gew.‘/, Platin, die nach Abkühlung auf flüssige 
Luft aus magnetisierbarer x-Phase besteht, 
stufenweise auf höhere Temperaturen, 
so wandelt sie sich zwischen 100 bis 400° 


Phase zuriick und wird unmagnetisch Bildung a sl 
(Abb. 2). Gleichzeitig setzt aber in dieser 
die Bildung von Fe,Pt ein, so daß man 


einen neuen Wiederanstieg der Magneti- 


Magnetisierung in relat. Einheiten 


1Auflos 
sierbarkeit erhält, d. h. in derselben dung 
Probe isteinmal das kubisch raumzeutrierte * 

a-Gitter, ein andermal das geordnete bein 

y-Gitter Träger des Ferromagnetismus. 70 00° 00° 800 
Die Zuordnung kann durch Messung Fe 


der jeweiligen Curietemperatur erfolgen. 
Trotz scheinbarer Ubereinstimmung mit 

dem Verhalten der austenitischen Nickel- 
stähle des analogen Legierungsbereichs — 50 Gew.% Pt bei Wärmebehandlung 
auch diese können bei Erwärmung oder 

plastischer Verformung durch Bildung von x-Phase (Martensit) ferromagnetisch 
werden — besteht somit hier ein grundsätzlicher Unterschied zwischen beiden. 

Eine ähnliche Kompliziertheit findet sich in dem ganzen anschließenden Ge- 
biet der y-Phase mit ihren verschiedenen Umsetzungen bei Wärmebehandlung, 
so daß die Bezeichnung ,,reversibel“ eigentlich nicht am Platze ist. 

Die Überstrukturphase Fe,Pt, die sich zwischen 50 und 65% Pt durch ein 
etwa 100stiindiges Anlassen bei 600° aus.dem ungeordneten Mischkristall bildet, 
prägt sich, wenn man von den starken Änderungen bei tiefliegenden Curiepunkten 
(infolge der Änderung der Bezugstemperatur) absieht, in der magnetischen Sätti- 


Abb. 2. Änderung der bei Raum- 
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‚gungsintensität gegenüber dem Mischkristall nur durch einen geringfügigen Zu. 
wachs aus. Dagegen sind die Curietemperaturen in beiden Zuständen um über 
100° verschieden, wobei dem abgeschreckten Mischkristall der niedrigere Wert 


S 600° | 

I + 

400° 

$200" 

S Va \ 


40 
500 700 bew %Pt 
Abb. 3. Curiepunkte von Platin—Eisen- 
Legierungen. o: Mischkristall; x : Ge- 


ordnete Atomverteilungs Fe,Pt; + : Ver- 
bindungsphase FePt 


Bw 

S s 


zukommt. Die Doppelung der Curielinie 
ist in Abb. 3 wiedergegeben, die demnach 
gegenüber der einfachen bogenförmigen 
Kurve bei den Eisen—Nickel- "Legierungen 
ein wesentlich verschiedenes Aussehen zeigt. 
Der Übergang von dem einen zu dem 
anderen Zustand geht in homogener Phage 
vor sich, d. h, die Magnetisierungstempe- 
raturkurven verschieben sich mit der An- 
laßdauer oder Anlaßzeit ganz allmählich, 
wobei stets nur ein Curiepunkt beob- 
achtet wird (Abb. 4). Oberhalb von 700° 
geht der geordnete Zustand allmählich 
wieder in den ungeordneten zurück. 
Bestimmt man die Sättigungsintensität 
nicht bei Raumtemperatur, sondern be 


der Temperatur der flüssigen Luft, 9 | 


zeigen entsprechend ihrem tief liegenden 
Curiepunkt die eisenreichen Legierungen 


dieses Gebietes noch einen relativ starken Zuwachs der Magnetisierung (vgl 
Abb. 4). Weiter ist für Proben dieses Bereiches charakteristisch ein vergleichs- 
weise steiler Abfall der Magnetisierung zum Curiepunkt bin, der auch im Zustand 
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Abb. 4. Magnetisierungstemperaturkurven von Eisen—P!stin- 0-40, d.h. 
Legierungen; links: Aus dem Bereich der geordncten Atom- der Größe 2 deutlichen 
verteilung Fe,Pt mit 61 Gew.% Pt; rechts: Aus dem Gebiet sie zeigen deu h 

der Verbindungsphase FePt mit 85 Gew.% Pt Isopermcharakter. 0 


es sich dabei um eine 


wahre Eigenschaft handelt oder diese durch feine Haarrisse in den Proben 
bedingt ist, konnte nicht endgültig geklärt werden, doch neigen wir der erstel 


Ansicht zu. 
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Ein wesentlich verändertes magnetisches Verhalten tritt im Gebiet der Ver- 
bindungsphase FePt zwischen etwa 65 und 85 Gew.% auf. Die Sättigungsmagneti- 
sierung der Verbindung FePt ist kleiner als die des Mischkristalls, so daß die Kurve 
für angelassene Legierungen hier einen tiefen Sattel zeigt, wobei natürlich zwischen 
den beiden Extremen der abgeschreckten und der angelassenen Legierungen auch 
alle Zwischenwerte durch geeignete Wärmebehandlung realisierbar sind. 


Die Bildung der Phase FePt vollzieht sich weiter im Gegensatz zu Fe,Pt stets- 
in heterogener, Weise, d.h. über Zwischenzustände, in denen der Mischkristall 
und die Verbindung nebeneinander vorhanden sind. Dementsprechend beobachtet 
man bei der Aufnahme von Magnetisierungstemperaturkurven stets geknickte 
Kurven mit 2 Curiepunkten (vgl. Abb. 4), wobei die Intensität des oberen Kurven- 
abschnitts mit steigender Anlaßdauer zunimmt. 


Wie aus diesen Kurven abzulesen ist, liegen die Curiepunkte der Verbindungs- 


‚phase FePt trotz geringer Sättigung ebenfalls etwa 100° höher als der Misch- 


kristall, so daß die Curielinie nahezu eine Fortsetzung der Atomordnung Fe,Pt 
zu sein scheint. Eine genauere Untersuchung in einem schmalen Übergangsgebiet 
bei 63 Gew.%, Platin, in dem instabil der Mischkristall, die Verbindungsphase 
FePt und die Uberstrukturphase Fe,Pt gleichzeitig nebeneinander erhalten werden 
können, zeigte jedoch, daß doch ein deutlicher Knick oder Sprung der Curie- 
linien besteht. 


Bei höheren Platingehalten oberhalb von 85 Gew.‘ Pt verschwindet die Kurven- 
dopplung bei Wärmebehandlung wieder, und in dem anschließenden schmalen 
Mischkristallgebiet wird nur noch ein Curiepunkt und ein Sättigungswert gemessen. 
Ebenso beträgt auch die Koerzitivkraft, die bei 85 Gew.‘/, Pt je nach der Wärme- 
behandlung zwischen 100 und 1200 Oc liegt, bei 88 Gew.°/, nur noch etwa 20 Oe. 


Im Gebeit der Überstrukturphase FePt, sind die FePt-Legierungen nicht ferro- 
magnetisch. 


~ 2. Hysterese-Eigenschaften 


Für die Hysterese-Eigenschaften der FePt-Reihe war gefunden worden, daß 
die intermediäre Phase FePt magnetisch sehr harte Legierungen bildet, und zwar 
hatten sich bei 78 Gew.%, (50 At.%) Koerzitivkräfte von 1800 Oe bei einer Rema- 
nenz von etwa 3000 Gauß ergeben. Die eingehendere Untersuchung ergab, daß- 
bei Erniedrigung des © Platin- 
gehaltes gegenüber der stöchio- Magnehsierung Gaub 
metrisch genauen Zusammen- 
setzung die Koerzitivkräfte noch . 
gleichbleiben, während mit der 4006: 
zunehmenden Sättigung auch die / 

Remanenzwerte höher werden, 

so daß die Energie-Inhalte an- 
steigen. Das Optimum ergab 
sich bei Legierungen in der 
Gegend von 70 Gew.%, (40 At.%,) 
Pt, für die die in Abb. 5 dar- Feldstärke in Oe 


gestellte Hystereseschleife gefun- Abb. 5. Hystereseschleife einer FePt-Legierung: 
den wurde. mit 70°Gew.% Pt 


Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 7 12A 


n Zu- 
ı über 
Wert 
‘ielinie 
mnach 
migen 
ungen 
1 zeigt. 
1 dem 
‚empe- 
er An- >. 
ihlich, 
beob- | 
70 
ensität 
rn bel 
ft, 80 | 
zenden 
rungell 
(vel 
‘leichs- 
ustand 
ur er- 
niedrig 
nd än- 
beim 
bei der SE 
Über- 
wenig. 
0, d.h. 
tlichen a 
ter. Ob a 
m eine 
Proben 
ersten 


178 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 7. 1950 


Im einzelnen errechnen sich aus ihr die folgenden Werte: 


Magnetisierung bei = 6000 0e . ....... B-H :790 Gauß 
Sättigungsmagnetisierung (gemessen bei 20000 Oe) 4 Jo :9400 Gauß 
Magnetisierungskoerzitivkraft ......... 3H. : 1900 Oe 
Induktionskoerzitivkraft .......... . gH, : 16C0 Oe 
Feldstärke | H, : 950 Oe 
Induktion im giinstigsten Arbeitspunkt B, : 3500 Gauß 
Energiewert | (B+ H) max: 3,3 10% G. Oc. 


Die Remanenz ist demnach fast doppelt so hoch wie bei der Legierung mit 
78 Gew.‘ Pt gefunden, und ebenso auch höher als bei den entsprechenden Kobalt- 
Platin-Legierungen; der Energiewert im günstigen Arbeitspunkt kommt in die 
Nähe der heute als beste geltenden magnetfeldgeglühten Alniko-Stähle. Wegen 
ihrer großen Koerzitivkraft kommen solche Pt-Legierungen vor allem als Kleinst- 
magnete mit freien Enden und sehr ungünstigem Dimensionsverhältnis in Frage 
und haben u. a. für Vibrationsgalvanometer bereits technische Verwendung ge- 
funden. 

Ob die extreme magnetische Härte dieser Legierungen auf Spannungen infolge 
der tetragonalen Verzerrung oder auf die Heterogenität des Gefüges als solche 
zurückzuführen ist, konnte im Rahmen der Arbeit nicht geklärt werden. Die 
Magnetostriktion erwies sich als sehr klein (s. u.), was mit der Spannungsdeutung 
nicht in Einklang stehen würde. 


3. Magnetostriktion 


Das Verschwinden der thermischen Ausdehnung und das Auftreten zum Teil 
sogar negativer Werte (bis —50 - 10) wies darauf hin, daß das System Pt—Fe 
sich durch sehr hohe Magnetostriktionen 


™ auszeichnen müßten. Die hierzu durch- 

0 54 Pr geführten Messungen erfolgten für 
600 57% niedrigere Feldstärken bis 500 Oe in 
„77 freier Spule mit einer Rollspiegelanord- 

nung). Für hohe Felder (bis 4000 Oe), 
¥ Y 591%, bei denen sich die Probe zwischen den 
S 400 = Polen eines Elektromagneten befand, 
” wurde die Verlängerung durch eine 
8 300 einfache hydrostatische Übersetzung 
x Fa gemessen. Die Volumeneffekte wurden 
Ss 200 mit einem Dilatometergefäß mit ein- 
62% gesetzter Kapillare und mikroskopischer 

700 Ablesung untersucht. Die Messungen 
i hatten das folgende Resultat: Die 
Legierungen des irreversiblen Gebiets 


7090 2000 3000 4800 Feldstärkeinde haben praktisch dasselbe Verhalten wie 


Abb. 6. Magnetostriktion von FePt-Legie- reines Eisen, insbesondere zeigen sie 
hehe 54 bis 62 Gew.% Pt eine Villari-Umkehr, d. h. die Magneto- 


5) Die Durchführung dieser Messungen wurde freundlicherweise durch Dr. v.Klitzing 
übernommen. . 
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striktion ist bei niedrigen Feldstärken positiv, bei höheren aber negativ. Oberhalb 
von etwa 6%, Pt verliert sich dieser Effekt und die Längenänderung hat überall 
das gleiche Vorzeichen. Wie üblich ändert sich mit wachsendem Feld bzw. 
Induktion die Länge immer langsamer, d. h. die Längenänderung nähert sich 
einem Grenzwert. Der oberhalb der Sättigung noch auftretende weitere Anstieg 
der Magnetostriktion konnte hier wegen seiner Kleinheit mit unserer vergleichs- 
weise unempfindlichen Apparatur nicht erfaßt werden. 

Wesentlich auffallender ist das magnetostriktive Verhalten der y-Legierungen 
im Gebiet der Invareffekte, für die einige Kurven von Legierungen im abge- 
schreckten Zustand in Abb. & wiedergegeben sind. Analog den Nickelstählen des 
gleichen Gebietes zeigen die Proben 
hier hohe Werte der Längenände- 


200 

rungen und weisen auch oberhalb | 
der Sättigung noch eine starke S 160 | in} 
lineare Zunahme der Länge mitdem 
Felde auf. RB | d | 

Durch Kontrollmessungen wurde 2 ead su | 
an einer Probe festgestellt, daß es a | 2 | 
sich bei diesem Zuwachs um einen S 30 wo— u | | 
Volumeneffekt handelt, d. h. de = | | | | | 
Längenänderung geht nach allen 3 | 
drei Richtungen gleichmäßig vor TU 
sich. Der Einfachheit halber haben = | 
wir uns bei der Durchfiihrung aller 32% | | 
anderen Messungen dann auf Unter- RE 40 > 
suchung des Längeneffektes be- Ss ' 
schränkt. 20 

Trägt man die gefundenen Werte IS \ 
nicht als Funktion der Feldstärke, 3S 0 ian 


sondern der Magnetisierung auf, so ER 
erhält man die Möglichkeit, den zu ODHW 0 0 M  bew.%Pt 
der Magnetisierung unterhalb der App. 7. Sättigungsmagnetostriktion und’ 
Sättigung gehörenden Anteil und Längenzunahme oberhalb der Sättigung von 
den der Feldstärke proportionalen  Eisen—Platin-Legierungen 

Zuwachs oberhalb der Sättigung 

voneinander zu trennen. Die auf diese Weise ermittelten Sättigungswerte der 
Längsmagnetostriktion sowie die linearen Ausdehnungseffekte oberhalb der 
Sättigung sind als Funktion des Platingehaltes in Abb. 7 wiedergegeben. 
Der Kurvenverlauf der Sättigungsmagnetostriktion gleicht dem vom System 
Eisen—Nickel her bekannten, und zwar verläuft di/l im Gebiet der irre- 
versiblen Legierungen auf einer bogenförmigen Kurve, verschwindet im un- 
magnetischen Zwischengebiet und steigt dann in einem schmalen Bereich zu 
hr hohen Werten mit einem Maximum bei rund 62%, Pt an. Die Absolutbeträge 
sind wesentlich höher als in der NiFe-Reihe und stellen mit rund 180 - 10% die 
höchsten bisher an ferromagnetischen Stoffen gemessenen Werte der Längs- 
magnetostriktion dar, die die des technischen Nickels um etwa das Vier- und 
Fünffache übertreffen. Die in der Unterfigur gezeichnete Steilheit des Längenzu- 
wachses oberhalb der Sättigung erreicht ebenfalls einen etwa dreimal höheren 
Betrag als bei den bisher größten Werten der Nickelstihle; das Maximum ist in 
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Übereinstimmung mit dem anomalen Ausdehnungsverhalten und dem niedrigen 
-Curiepunkt der Legierungen hier aber deutlich zu höheren Eisengehalten hin ver- 
.schoben und liegt zwischen 54 und 57 Gew.% Pt. 


Werden die Legierungen nicht abgeschreckt, sondern angelassen, d. h. also die 
Überstrukturphase Fe,Pt gebildet, so gehen die Absolutbeträge der Magneto- 
striktion um etwa 30—50%, zurück, an dem grundsätzlichen Verhalten ändert 
sich jedoch nichts, so daß auf die Wiedergabe der Messungen verzichtet 
werden kann. 


Zum Platin hin nimmt die Magnetostriktion dann wieder ab und bat im Gebiet 
der Phase FePt mit ihren hohen Koerzitivkräften bemerkenswert niedrige Werte 
von der Größenordnung 1 bis 2 - 10%. 


4. Ferromagnetismus bei hochplatinhaltigen Legierungen 


Als Ende des ferromagnetischen Verhaltens der Platin-Eisen-Legierungen galt 
nach den bisherigen Untersuchungen etwa 90 Gew.% (72 At.%,) Pt, und zwar war 
festgestellt, daß die Curielinie in dieser Gegend sehr steil zum absoluten Null- 

punkt hin abfällt und daß 
3000 296 Proben im Gebiet der Über- 
bauB 88% Pt strukturphase FePt, mit 89 
und 90% Pt auch bei —193° 
nur noch Paramagnetismus 
zeigen. 
Die eingehende magneto- 
thermische Untersuchung 
von Platin mit geringem 
Eisengehalt führte nun zu 
dem überraschenden Ergeb- 
nis, daß dieser Paramagnetis- 
mus nicht bis zum Platin 
erhalten bleibt, sondern daß 
zwischen 94 und 98% Pt 
‘noch einmal ein Zwischen- 
= bereich mit vergleichsweise 
: beträchtlichem Ferromagne- 
0° Temp. +10° tismus unterhalb Raum- 
Abb. 8. Magnetothermische Kurven von hoch- temperatur auftritt. Aus der 
platinhaltigen Legierungen beifolgenden Abbildung 8 
geht hervor, daß die Curie- 
punkte dieser: Legierungen ziemlich gleichmäßig in der Gegend von —100° 
liegen und daß die absolute Sättigung etwa die Höhe der des Nickels erreicht. 
Weiter ist aus ihr zu ersehen, daß zwischen den beiden ferromagnetischen 
Gebieten eine paramagnetische Zone liegt, und zwar wurde dies durch eine 
besondere Kontrollschmelze, bei der eine ferromagnetische Probe mit 94 Gew.% 
durch Eisenzusatz zu einer niederprozentigen mit dann bei allen Temperaturen 
paramagnetischeX Verhalten umgeschmolzen wurde, sichergestellt. Der ober- 
halb des Curiepunktes vorhandene Paramagnetismus einer Probe mit 96 Gew.% Pt 
-erwies sich als temperaturabhängig. 
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Besonders interessiert natürlich die Frage, welche Struktur- oder Bindungs- 
verhältnisse für den Ferromagnetismus dieses Gebietes verantwortlich sind. Die 
graphische Darstellung der Curiepunkte in Abhängigkeit von der Konzentration 
(Abb. 3) zeigt, daß die Curielinie dieses neuen ferromagnetischen Gebietes zwischen 
94 und 98 Gew.%, Pt nicht etwa eine Fortsetzung der Kurve der eisenreicheren 
Legierungen um 80 bis 90% isi. Dagegen wäre auf die Ähnlichkeit hinzuweisen, 
die diese Erscheinung mit dem Auftreten von Ferromagnetismus bei geringen Zu- 
sätzen anderer Metalle, wie Mangan®) oder Chrom?) zu Platin zeigt. Geordnete 
Atomverteilungen, wie sie dort als Träger des Ferromagnetismus nachgewiesen 
werden konnten, wurden jedoch bei diesen hochplatinhaltigen Legierungen nicht 
gefunden. 


6) M. Auwarter u. A. Kußmann, Ann. Physik (6) 7, 169 (1950). 
?) E. Friederich u. A. Kußmann, Z. Physik. 36, 185 (1935). 
Weida/Thür., Deutsches Amt für Maß und Gewicht. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 30. Januar 1950.) 
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Verbesserung der abbildenden Schlierenverfahren 
durch Minimumstrahlkennzeichnung') 


Von Hans Wolter 
(Mit 7 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Eine Anwendung der Minimumstrahlkennzeichnung?) führt zu einem dem 
Toeplerschen ähnlichen Schlierenverfahren, das jedoch die Kurven gleicher 
Ablenkung (Isokampten) durch verschwindende Helligkeit kennzeichnet und als 
scharfe dunkle Kurven auf hellem Grunde darstellt. Da die Schärfe eines Mini- 
mums prinzipiell unbegrenzt ist, kann die Meßgenauigkeit so wesentlich gegenüber 
den bekannten Verfahren gesteigert werden, ohne daß photometrische Methoden 
erforderlich würden. 


1. Einleitung 


Die bekannten abbildenden Schlierenverfahren®) (insbesondere das Toep- 
lersche) dienen zur Feststellung der Ablenkungen, die das Licht bei seinem Durch- 
gang durch ein Schlierenobjekt (Glasplatten mit Abweichungen von der Plan- 
parallelität, Luftschlieren u.a.) erfährt, unter Zuordnung dieser Ablenkungen zu 
den sie verursachenden Stellen des Schlierenobjekts. Das hier zu beschreibende 
Verfahren hat den gleichen Zweck, beseitigt jedoch einen durch die Beugung ver- 
ursachten und sich in einer relativ geringen Genauigkeit der Messung auswirken- 
den Mangel der bekannten Verfahren. Das Mittel hierzu liefert die vom Ver- 
fasser an anderer Stelle?) begründete Minimumstrahlkennzeichnung, deren wesent- 
liches Merkmal darin liegt, daß als ,,Lichtzeiger“ nicht ein ,,Strahl‘ möglichst 
hoher Energiekonzentration oder eine Schattengrenze sondern eine Nullstelle der 
Intensität benutzt wird. Diese hat im Gegensatz zu den anderen Lichtzeigern 
eine nach unten nicht beschränkte Doppelwertsbreite und also eine prinzipiell 
unbegrenzte Schärfe. Soweit die Minimumstrahlkennzeichnung in dieser Arbeit 
benutzt wird, ist sie im Abschnitt 4 ausreichend beschrieben. 

Zunächst sei jedoch das Toeplersche Schlierenverfahren ausführlich betrach- 
tet, da die veröffentlichten Theorien zur Untersuchung der hier zu diskutierenden 
Mängel nicht ausreichen. 


2. Anordnung und Wirkungsweise bei dem Toeplersehen Schlierenverfahren 


Bei den abbildenden Schlierenverfahren (siehe Abb. 1) wird von dem Schlie- 
renobjekt ce durch das Objektiv d auf der Beobachtungsebene f ein Bild erzeugt, 


1) Vorgetragen vor der Deutschen Physikalischen Gesellschaft in Bonn am 21. 9.1949. 
2) H. Wolter, Zeitschrift für Naturforschung im Erscheinen. 

3) H.Schardin, Die Schlierenverfahren und ihre Anwendungen, Ergebnisse der 
exakten Naturwissenschaften XX, S. 303, Berlin 1942. 
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dem durch einen Eingriff in den Strahlengang eine die Lichtablenkung kennzeich- 
nende Helldunkelverteilung aufgeprägt wird. Dieser Eingriff besteht bei dem 
Toeplerschen Verfahren in der Anbringung einer undurchlässigen Halbebene 
(„Sehirmkante“ z. B. Messerschneide) e in jener zur optischen Achse senkrechten 
Ebene, in der das Lichtquellendiaphragma a (wir wählen hierzu vorzugsweise 
eine kleine Lochblende oder einen feinen linearen Spalt) ohne Einfügen eines 
Schlierenobjekts abgebildet würde. Wünscht man die vom Schlierenobjekt be- 
wirkten Lichtablenkungen gegenüber einer konstanten (d.h. vom Ort auf dem 
Objekt unabhängigen) Richtung zu messen, so ist das Schlierenobjekt im par- 
allelen Strahlengang zu untersuchen; das von a ausgehende Licht wird daher durch 
den Kondensor b parallel gemacht, bevor es in das Schlierenobjekt ce eintritt. 
Das von keinem Objekt gestörte Bild des Lichtquellendiaphragmas entstände 
dann in der hinteren Brennebene des Objektivs, und dort ist in diesem Falle 
also die Toeplersche Schirm- 
kante anzubringen. 

Zur Erklärung der Wirkungs- 
weise stellen wir uns ein Schlieren- k 
objekt vor, das etwa eine Platte 
homogenen Glases sei und nur an 
einer seiner Begrenzungsflächen 
Abweichungen von der Ebene 
zeige; das ermöglicht eine ver- a bc 
einfachte Ausdrucksweise und 
beschränkt die Allgemeinheit der Abb. 1. Zur Wirkungsweise der abbildenden 
Untersuchung nich t, da die Ver- (gezeichnet oy te Fasten Verfahren) 
allgemeinerung trivial ist. 

Die Oberfläche des Schlierenobjekts werde in so kleine Flächenelemente ein- 
geteilt, daß innerhalb eines jeden die Krümmung in einer zur Zeichenebene par- 
allelen Richtung als praktisch konstant gelten kann. Doch seien die Flächenelemente 
noch groß gegenüber der Auflösungsgrenze unserer Abbildung, und die Abbildung 
der verschiedenen Flächenelemente sei als unabhängig voneinander anzusehen ®). 


4) Die zweite Voraussetzung hat unsere Betrachtung mit den üblichen einfachen 
Theorien gemein; diese nähern jedoch jedes Oberflächenelement durch eine Ebene an 
und stellen also eine Art Näherung 1. Ordnung dar, während die Berücksichtigung der 
Krümmung unsere Darstellung als eine Näherung zweiter Ordnung charakterisiert. 
Wie entscheidend dieser Unterschied für die richtige Erfassung der Verhältnisse ist, 
wird sich sofort zeigen. — Zernikes Beugungstheorie des T. V., die Verfasser mehrfach 
bei der mikroskopischen Anwendung der Schlierenverfahren benutzte [Ann. Physik (6) 7, 
33 (1950)], setzt die Unabhängigkeit der Abbildung von Flächenelementen überbaupt 
nicht voraus; sie eignet sich daher auch für solche Fälle, in denen das Auflösungsvermögen 
nicht als groß gegenüber den Strukturen des Objekts vorausgesetzt werden kann. 
Doch ist diese Theorie eine Näherung in anderem Sinne, da sie die bekannten Vor- 
aussetzungen macht, unter denen, statt nach der Kirchhoffschen Formel, 
einfach nach dem Huygensschen Prinzip gerechnet werden darf und ferner 
nur Fraunhofersche Beugungsprobleme auftauchen. Siehe Anhang 2! Solange die 
strenge Lösung mathematische Schwierigkeiten macht, erscheint unsere Näherung 
zweiter Ordnung als angemessener Kompromiß zwischen Einfachheit und Strenge. 
Unsere Darstellung trifft im Prinzip auch dann zu, wenn das Objekt statt durch ein 
Objektiv durch ein ausgedehntes optisches System abgebildet wird, in dessen Inneren 
sich das Bild des Lichtquellendiaphragmas und daher auch die Schlierenblende befindet. 
Die hier zur Erklärung herangezogene Anordnung eignet sich für grundsätzliche Betrach- 
tungen besonders gut, da sie gerade das Wesentliche der Schlierenverfahren erfaßt, aber 
von allem Unwesentlichen befreit wurde. 
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Ist g ein solches Flächenelement auf dem Schlierenobjekt, so gehen die ge- 

strichelten Linien in Abb. 1 die bekannte Hauptstrahlenkonstruktion des zu g 

gehörigen Bildelements g’ in der Beobachtungsebene f. Die tatsächlich die Abbil- 

dung vermittelnden Lichtstrahlen (ausgezogene Linien in Abb. 1) verlaufen im 

allgemeinen anders; man findet sie, wenn man die Oberfläche von g zu einer voll- 

ständigen Linse ergänzt (punktiert) und beachtet, daß der strichpunktierte Haupt- 

strahl ein geometrischer Ort für den resultierenden Brennpunkt h ist. Wo h auf 

diesem geometrischen Ort liegt, hängt von dem Brechungsindex des Schlieren- 

objekts gegenüber der Umgebung ab. Befindet sich das Objekt in einem dünneren 

Medium, so liegt bei einer Ober- 

flächenkrümmung, wie sie in 

Abb. 1 gezeichnet wurde, der 

Brennpunkt noch vor der hinte- 

ren Brennebene e des Objektivs, 

etwa so, wie dort gezeichnet. In 

Abb.2. Schattengrenze Abb.3. Schattengrenze Unserem Falle wird das Bild- 
einer undurchlässigen einer undurchlässigen : gebiet g’ hell erscheinen. 


Halbebene im diver- Halbebene im konver- Wire das Schlierenobjekt 


sows ae optisch dünner als die Um- 


% gebung, so müßte der Brenn- 
punkt % auf dem unteren Teile 
des strichpunktierten Haupt- 
strahles liegen und der vom 
12 Bildelement g’ und dem Brenn- 
punkte h aufgespannte Licht- 
kegel würde in seiner rück- 
wärtigen Verlängerung von der 
undurchlässigen Halbebene un- 
terbrochen werden; g’ wäre in 
diesem Falle dunkel. 


Allgemein würde das Bild- 
Abb. 4. Brennpunkte A, bis h, für ein in 5 Ele- element immer dann dunkel 
mente geteiltes Schlierenobjekt und das durch die erscheinen, wenn der Brenn- 
Lage der Brennpunkte bedingte Schlierenbild punkt A unterhalb des von den 

Hauptstrahlen (gestrichelt) und 
dem Bildelement g’ aufgespannten „Hauptstrahlenkegels“ liegen würde. Liegt h 
oberhalb dieses Hauptstrahlenkegels, so erscheint das Bildelement hell. Die Begriffe 
oben und unten sind dabei natürlich in einem durch die Lage der undurchlässigen 
Halbebene e festgelegten Sinne gebraucht. 


Nur teilweise erhellt wird das Bildelement dann, wenn der Brennpunkt % in 
den Hauptstrahlenkegel fällt (dem wir natürlich auch seine rückwärtige Ver- 
längerung, wie die gestrichelten Linien sie andeuten, hinzurechnen). Dann liegt 
die Schirmkante selbst in dem die Abbildung des Bildelements g’ vermittelnden 
Lichtstrahlenbündel, und zwar entweder nach Art der Abb. 2 oder nach Abb. 3. 
Die auf der Beobachtungsebene f dann innerhalb des Bildelements g’ liegende 
Schattengrenze ist bekanntlich nicht scharf, sondern zeigt einen der Fresnelschen 
Beugung an einer Schirmkante entsprechenden Helligkeitsverlauf, wie die Abb.2 
und 3 ihn andeuten. 
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de Abb.5. Schlierenaufnahmen einer Glasplatte, a nach Toeplers Verfahren, b uach 
gen dem Minimumschlierenverfahren *) 


n 
a *) Anmerkung bei der Korrektur: Der Druck gibt die Aufnahmen zu hart wieder; 

? dadurch verschwinden die Feinheiten der Schatten und die Helldunkelgrenze in 
Fortsetzung der Fußnote auf S. 186) 
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Abb. 4 zeigt für ein in 5 Flächenelemente aufgeteiltes Schlierenobjekt die 


Brennpunkte h, bis A, und das durch sie bedingte Schlierenbild 5); einen entspre- 
chenden experimentellen Befund gibt die Toeplersche Schlierenaufnahme einer 
Glasplatte in Abb. 5a wieder. 


Die Helldunkelgrenze — genauer der geometrische Ort aller Punkte, deren 
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= 

4 
00 

Koordinate in der Beobachtungsebene — 

Abb. 6. Theoretischer Amplitudenverlauf auf 


einer Beobachtungsebene im Lichte einer punkt- 
förmigen Lichtquelle. Zwischen Lichtquelle und 
Beobachtungsebene befindet sich bei 


a eine undurchlässige Halbebene, 

b ein Spalt „opäimaler‘ Breite, 

c ein Spalt von 40% der optimalen Breite, 

d ein Spalt von 167%, der optimalen Breite, 

e ein Draht „optimaler Dicke, 

f die 180°-Phasenplatte der Minimumstrahl- 
kennzeichnung 


Helligkeit gleich einem Viertel der ohne Schirmkante vorhandenen Helligkeit ist — 
stellt die Verbindung aller Objektstellen dar, deren Lichtablenkung keine Kom- 
ponente senkrecht zur Schirmkante hat. Verschiebt man die Schirmkante parallel 
zu sich selbst und senkrecht zur optischen Achse, so erhält man weitere Kurven 


(„Isokampten‘“), unter denen 
eine jede die Objektpunkte 
anzeigt, deren Lichtablenkung 
eine bestimmte Komponente 
senkrecht zur Schirmkante 
besitzt. 


3. Die Minimum- 
strahikennzeichnung 


Ein wesentlicher Mangel 
des Toeplerschen Verfahrens 
besteht nun darin, daß die 
Isokampten nur durch Photo- 


ze. der Fußnote * von 
185) 


Abb. 5a und 7 wird wesentlich 
zu scharf wiedergegeben. Das 
täuscht eine wesentlich zu hohe 
Meßgenauigkeit bei dem Toep- 
lerschen Verfahren vor; tat- 
sächlich läßt sich durch Grada- 
tionssteigerung bei Toeplers 
Verfahren zwar das Photo- 
metrieren ersetzen, doch nicht 
die Genauigkeit wie bei dem 
Minimumverfahren erreichen, 
da das unvermeidliche Streu- 
licht im Toeplerfall wegen 
der Unsymmetrie die Isokampte 
verschiebt und deshalb unsicher 
macht. Das gleiche Streulicht 
führt beidem Minimumverfahren 
nur zu einer Aufhellung und 
also einer endlichen Doppel- 
wertsbreite des Minimums, aber 
nicht zu einer Verschiebung. 
Näheres über die Genauigkeits- 
begrenzung durch Streulicht bei 
der Minimumstrahlkennzeich- 
nung allgemein erscheint in Kür- 
ze in den Annalen der Physik. 

5) Streng genommen handelt 
es sich nicht um diskrete Brenn- 
punkte, sondern meist um eine 
„Brennfläche“. 
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metrie zu gewinnen sind und die 
photographische Photometrie nur 
mit Genauigkeiten von einigen 
Prozent durchführbar ist. Das 
wirkt sich in einer entsprechenden 
Ungenauigkeit der Isokampten- 
bestimmung selbst aus. 

Die Ursache liegt ersichtlich 
inderungünstigen Lichtverteilung 
im Fresnelschen Schattenbild 
einer Schirmkante. Aber auch ein 
Spalt oder ein dünner Draht statt 
der Schirmkante — welche Breite 
man ihnen auch geben mag — 
geben keine schärfere Kennzeich- 
nung. Die Abb. 6a zeigt in 
logarithmischem Maßstab die 
Fresnelsche Lichtverteilung hin- 
ter der Schirmkante, Abb. 6b die 
bei einem Spalt optimaler Breite 
unter sonst gleichen Bedingungen 
und Abb. 6c die bei einem weite- 
ren und Abb. 6d bei einem engeren 
Spalt; Abb. 6e gibt das gleiche 
für einen Draht optimaler Dicke. 

Den Weg zu einer höheren 
Genauigkeitinder Kennzeichnung 
der „Schattengrenze‘‘ weist die in 
der Einleitung erwähnte Mini- 
mumstrahlkennzeichnung, von 
der hier nur der einfachste Fall 
benötigt wird. Man benutzt statt 
der Schirmkante eine Phasen- 
platte, die das Licht, das die eine 
Halbebene durchdringt, um 180° 
in Phase verschiebt gegenüber 
dem die restliche Halbebene 
durchsetzenden. Realisieren kann 
man eine solche Phasenplatte 
2. B. dadurch, daß’ man eine 
Planparallelplatte zur Hälfte mit 
einer geeigneten dünnen Zapon- 
lackschicht oder dergleichen be- 
deckt. Statt dessen kann man 
auch eine  Planparallelplatte 
durchschneiden und wieder so 
zusammensetzen, daß beide Hälf- 
ten nun einen kleinen Winkel 
miteinander bilden; dreht man 


Abb. 7. Experimenteller Befund entsprechend 
der Abb. 6, a für die undurchlässige Halbebene, 
b für einen Spalt optimaler Breite, c für die 180°- 
Phasenplatte der Minimumstrahlkennzeichnung 
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das Plattenpaar um die gemeinsame Trennkante als Achse, so kann man dip 
erforderliche 180°-Phasenverschiebung für das hindurchtretende Licht oh 
Schwierigkeiten einstellen®). Selbstverständlich darf die Apertur des die Platte 
durchsetzenden Lichtes nicht zu groß sein, da sonst die Phasenverschiebung fir 
einen Teil des Lichtes von 180° merklich abweichen würde; ferner darf der be 
nutzte Spektralbereich nicht zu groß sein. 


Das Schattenbild einer solchen Phasenplatte hat eine Lichtverteilung, wie 
Abb. 6f sie zeigt, und kennzeichnet also die geometrische ,,Schattengrenze“ mit 
prinzipiell unbegrenzter Schärfe durch eine Nullstelle der Intensität. Abb.7 
gibt die entsprechenden experimentellen Aufnahmen; die Anordnung entsprach 
der Abb.2, und die gewählten Abstände Lichtquelle — schattengebendes Mit- 
tel — Beobachtungsebene waren in allen Fällen gleich. 


Theoretisch läßt sich der Verlauf der Abb. 6f leicht unter Verwendung der 
bekannten Cornuschen Spirale ermitteln. Bezeichnen wir mit x die Koordinate 
in der Beobachtungsebene und mit EH (x) die Amplitude des Lichtes in dieser 
Ebene, wenn als schattengebendes Mittel die undurchlässige Halbebene einge- 
schaltet ist, so kann E (x) bekanntlich aus der Cornuschen Spirale entnommen 
werden als der Abstand des zum Parameter x gehörigen Spiralenpunktes von dem 
einen Wicklungspunkt der Spirale. E(—x) ist dann die Amplitude, die in der 
Beobachtungsebene herrscht, wenn die schattengebende Halbebene durch ihr 
Negativ ersetzt wird. Offenbar ist dann H (x)— E(—x) die bei Anwendung 
der Phasenplatte auftretende Amplitude; sie ist gleich dem Abstand eines Spiralen- 
punktes für den Parameter x von dem Punkte e des Parameters —x, also wegen 
der Zentralsymmetrie der Cornuschen Spirale gleich dem doppelten Abstand 
des Spiralenpunktes mit dem Parameter x vom Symmetriezentrum. 

Der experimentelle Befund stimmt mit der theoretischen Kurve völlig über- 
ein; auch die schwachen Nebenmaxima sind deutlich zu erkennen. Bei den Auf- 
nahmen 7b wurden sie überbelichtet. Eine lange Belichtungszeit ist erforderlich, 
um den Graubereich in das Gebiet hoher Flankensteilheit der Kurve 6f zu bringen; 
nur dann kann die Minimumstrahlkennzeichnung ihre Wirkung voll entfalten. 
Der prinzipiell unbegrenzt kleinen Doppelwertsbreite des Minimums ist praktisch 
erst durch das natürlich nicht ganz zu vermeidende Streulicht eine Grenze gesetzt. 


4. Das Minimumschlierenverfahren 


Setzt man die soeben beschriebene 180°-Phasenplatte in die Toeplersche 
Apparatur nach Abb.1 statt der undurchlässigen Halbebene ein, so muß nun 
nach dem soeben diskutierten Befund dort ein auf Null herabziehendes Minimum 
entstehen, wo bei dem Toeplerschen Verfahren die Schattengrenze lag’). Die 
Abb. 5b gibt die mit diesem Verfahren hergestellte Schlierenaufnahme der gleichen 
Glasplatte, die in Abb.5a nach dem Toeplerschen Verfahren abgebildet war. 
Beide Aufnahmen entsprechen sich wie die Abbildungen 6a und 6f bzw. 7a und Te. 


6) Um den Gedankengang nicht zu unterbrechen, wurde die Eichung solcher Phasen- 
platten im’ technischen Teil des Anhangs beschrieben. 

?) Die einfachen Theorien des Toeplerverfahrens [s. Fußnote *)] verlagern alle 
Brennpunkte h (Abb. 4) in die Ebene e; nach ihnen kann ein Flächenelement also nur 
entweder hell oder dunkel abgebildet werden. Die Beugung wird dort völlig ignoriert, 
und das Minimumverfahren bleibt dort ganz unverständlich; es müßte alle Flächen- 
elemente gleichmäßig hell abbilden. 
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Die mit der Schirmkante nur unter Verwendung der Photometrie erreichbare 
Genauigkeit läßt sich mit dem Minimum ohne jede Photometrie übertreffen ; 
wendet man auch jetzt noch die Photometrie zusätzlich an, so ist natürlich eine 
weitere Steigerung der Genauigkeit möglich, doch nur dann sinnvoll, wenn die 
Fehler der benutzten Optik, Luftunruhe oder andere Störungen entsprechend 
klein gehalten werden können. 

Selbstverständlich wird auch die Luftunruhe durch das Minimumschlieren- 
verfahren viel empfindlicher angezeigt als mit dem Schneidenverfahren. Bei 
photographischen Aufnahmen, die einige Sekunden Belichtungszeit erfordern, 
® wie im vorliegenden Falle, hat das eine leichte Verschmierung des Minimums 

zur Folge, da die Minimumkurve leicht hin- und herzittert. 


Den als Lichtquellendiaphragma dienenden Spalt hatten wir bisher in allen 
Fällen als sehr schmal vorausgesetzt. Seine zulässige Breite wird gewöhnlich auf 
Grund der Verdetschen Kohärenzbedingung beurteilt. Wie Verf. an anderer 
Stelle zeigte ?), trifft diese Bedingung für die mit der Minimumstrahlkennzeich- 
nung arbeitenden Verfahren nicht zu. Sie muß hier in folgender Weise verschärft 
werden. Ist nach der Verdetschen Bedingung bei dem Toeplerschen Verfahren 
eine Spaltbreite dx zulässig, so muß diese bei dem Minimumverfahren auf 1/g dx 
verringert werden; dabei bezeichnet g > 1 den Faktor der mit der Minimum- 
strahlkennzeichnung bezweckten Genauigkeitssteigerung. Photographische Auf- 
nahmen. mit dem Minimumschlierenverfahren benötigen daher eine relativ lange 
Belichtungszeit. 

Gelegentlich wird man gezwungen sein, um der Helligkeit willen auf Genauig- 
keit zu verzichten und den Lichtquellenspalt weiter zu öffnen. Dann deckt man 
zweckmäßig auf der Phasenplatte einen Mittelstreifen von der Breite des Licht- 
quellenspaltbildes ab; kann man auf diese Weise zwar auch eine Verbreiterung 
des Minimums nicht völlig beseitigen, so wird doch seine besonders unangenehme 
Aufhellung dadurch weitgehend verhindert. 


Statt eines Spaltes kann natürlich auch ein anders geformtes (z. B. ringför- 
Miges) Lichtquellendiaphragma verwendet werden. Die Schlierenblende ist dann 
entsprechend (z. B. als Ring, dessen Inneres das Licht um 180° gegen den Außen- 
teil in Phase verschiebt) auszuführen. e 


Wie jedes Schlierenverfahren kann auch das Minimumschlierenverfahren auf 
das Mikroskop übertragen werden; es ist dazu nur erforderlich, eine entsprechende 
Phasenplatte in die hintere Brennebene des Objektivs zu setzen. Als Lichtquellen- 
diaphragma dient eine Kondensorblende. 

Häufig ist bekanntlich bei Schlierenverfahren ein Vertauschen des Licht- 
quellendiaphragmas und der Schlierenblende möglich. Doch ist dann in diesem 
Falle noch eine besondere Beachtung der Kohärenzprobleme nötig, die sich nicht 
ohne Lichtverlust lösen lassen; deshalb hat diese Vertauschung hier nicht die Be- 
deutung, die sie z.B. bei den Farbschlierenverfahren hat. 

Daß die Isokampte bei dem Minimumschlierenverfahren als dunkle Kurve 
auf hellem Grunde dargestellt wird, hat noch ganz abgesehen von der Genauig- 
keit der Kennzeichnung eine weitere Annehmlichkeit. Sind viele Isokampten in 
der oben beschriebenen Weise unter jeweiligem Verschieben der Phasenplatte 
nacheinander auf verschiedenen Stellen des Films aufgenommen, so lassen diese 
Sich alle bei der Vergrößerung oder Kopie auf das gleiche PositiW@ringen, da das 
Negativ jeweils nur längs der Isokampte durchlässig ist. Im Gegensatz zu dem 
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Schneidenverfahren (Toepler) läßt dieses Verfahren also schnell und genau einen 
Überblick über die Isokampten nach Art von Höhenschichtlinien zu. 

Ein Gitter mit Spalten, die abwechselnd dem Licht die Phase 0° oder 180° 
aufprägen, bringt dasselbe bereits bei einer Aufnahme hervor, gibt aber oft nicht 
so vollkommene Minima. Dieses Phasengitterverfahren ist die entsprechende 
Abwandlung des einfachen Minimumverfahrens, wie das bekannte Gitterschlie- 
renverfahren eine Abwandlung des Schneiden- (oder des Spalt)- oder des Steg- 
Verfahrens ist. 

Auf den ersten Blick erscheinen das Phasengitterverfahren und das Gitter- 
schlierenblendenverfahren kaum verschieden, da in beiden Fällen Maxima und 
Minima miteinander abwechseln; doch sind die Minima des gewöhnlichen Gitter- 
schlierenverfahrens nicht scharf; vielmehr gibt jeder Steg der Schlierenblende 
als Fresnelsches Beugungsbild mindestens zwei — nicht auf Null herabzie- 
hende — relativ flache Minima, zwischen denen sich je ein sehr flaches Maximum 
befindet (s. Abb. 6a); die Flankensteilheit ist gering. Erst durch die Gegenpha- 
sigkeit beider Durchlässigkeitsbereiche zu Seiten eines Steges wandelt sich die 
Erscheinung zu einem einzigen — auf Null herabziehenden Minimum zwischen 
zwei hellen Gebieten hoher Flankensteilheit (etwa wie in Abb. 6f). 


Anhang 


1. Technisches 


a) Wir beschrieben in Abschnitt 3 einen „Phasenschieber‘‘ aus zwei Planparallel- 
platten, die mit einer Kante aneinanderstoßend gemeinsam so auf einen Rahmen ge- 
kittet werden, daß ihre Ebenen einen Winkel von fast 180° miteinander bilden. Das 
Plattenpaar wird dann so montiert, daß es gemeinsam um eine in der Trennkante beider 
Platten liegende Achse drehbar ist. Durch diese Drehung kann die Phasendifferenz der 
beiden Hälften eines hindurchtretenden Wellenbündels verändert werden; sie ist für 
kleine Winkel eine annähernd lineare Funktion des Drehwinkels a und zwar bei ent- 
sprechender Festsetzung der Nullrichtung 


ry 


€, 


wenn 180° ee Winkel zwischen beiden Platten, n der Brechungsindex und D die 


Dicke der Platten ist. 

Die Eichung geschieht zweckmäßig jedoch empirisch. Zu dem Zweck erzeugt man 
z. B. mit Hilfe eines Fresnelschen Biprismas (am besten mit den Billetschen Halb- 
linsen) zwei reelle kohärente Bilder eines Spaltes und beobachtet die Interferenzstreifen 
mit einem Meßmikroskop. Dann setzt man den Phasenschieber (oder auch die einfache 
Phasenplatte, die im Text auf S.38 beschrieben wurde) so an den Ort der reellen Spalt- 
bilder, daß die Trennkante des Phasenschiebers zwischen die Spaltbilder fällt. Ist 6 
die gemessene Streifenverschiebung, 4 der Abstand zweier benachbarter Streifen, so 
beträgt die Phasenverschiebung 2 2 6/4. Der Phasenschieber ist so lange um die Trenn- 
kante des Plattenpaares zu drehen, bis die Phasenverschiebung x beträgt. Bei Verwen- 
dung monochromatischen Lichtes erhält man so die Phasendifferenzen nur bis auf ein 
unbestimmtes Vielfaches von 2. Diese — hier übrigens unbedeutende — Unsicherheit 
läßt sich nachträglich beseitigen, wenn man weißes Licht benutzt, da dann nur die 
Minima niedriger Ordnung scharf erscheinen. 

Am einfachsten und fast immer ausreichend genau kann man den Phasenschieber 
in der Schlierenapparatur selbst durch Drehen auf 180° einstellen. Während des Dre- 
hens erscheinen abwechselnd das gewünschte scharfe Minimum und ein flaches Minimum- 
paar mit einem dazwischenliegenden Maximum; zwischen beiden Stellungen erscheinen 
noch unsymmettische Bilder. Man dreht den Phasenschieber, bis ein optimal scharfes 
und symmetrisches Minimum erreicht ist. Als Schlierenobjekt ist hierbei zweckmäßig 
eine sehr schwache Linse einzusetzen; sie wird entbehrlich, wenn man ohne Schlieren- 
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objekt eicht und den Phasenschieber ein wenig in Richtung der optischen Achse aus 
seiner Sollstellung verschiebt. 

b) Statt eines Phasenschiebers oder einer Phasenplatte kann man auch einen Phasen- 
spiegel (selbstverständlich dann bei geknicktem Strahlengang) verwenden. Er wird 
z. B. aus einem gewöhnlichen Oberflächenspiegel dadurch hergestellt, daß die eine Hälfte 
mit einer dünnen Zaponlackschicht bedeckt wird. Wesentlich genauer läßt sich ‘die 
verlangte 180°-Phasenverschiebung dadurch erreichen, daß eine ebege Platte verschieden 
dick mit Spiegelmetall belegt wird. Zweckmäßig dampft man zunächst im Hochvakuum 
Silber auf, währen] lie eine Hälfte des Spiegels mit einer versilberten Celluloidmembran 
bedeckt ist. Nach Entfernen der Membran (das kann mit einer einfachen magnetischen 
Vorrichtung im Hochvakuum selbst geschehen) wird dann der Spiegel als Ganzes dick 
bedampft. Die Dicke der ersten Silberschicht muß 

7 


4 -c08%& 
betragen, wenn a der Einfallswinkel ist, unter dem der Spiegel benutzt werden soll. 

Die einmal als gut befundene Dicke der ersten Silberschicht kann man leicht repro- 
duzieren, wenn man darauf achtet, welche Stelle der Glaswand des Hochvakuumgefäßes 
für das von dem (das Silber tragende Wolframblech) ausgehende Licht gerade undurch- 
sichtig verspiegelt erscheinen muß; diese Stelle ist dann vor jeder Bedampfung durch 
Abschaben mit einer Rasierklinge vom Silber zu befreien. Kleine Abweichungen der 
Schichtdicke vom Sollwert können durch entsprechende Wahl des Einfallswinkels 
noch kompensiert werden; dadurch werden auch Spiegel, die für grünes Licht hergestellt 
sind, für andere Spektralgebiete verwendbar. Diese Methode der Schichtdickenbeurteilung 
hat sich hier und auch bei der Herstellung halbdurchlässiger Spiegel trotz ihrer Einfach- 
heit besonders gut bewährt. Eine Beurteilung aus der Bedampfungszeit ist nicht möglich, 
da die pro Sekunde verdampfende Silbermenge äußerst empfindlich mit der Größe des 
Silbertrépfchens und seiner Temperatur schwankt. 

c) Bei Schlierenaufnahmen nach dem Minimumverfahren ist natürlich ein besonders 
lichthoffreier, feinkörniger Film steiler Gradation am geeignetsten. Um den Lichthof 
noch weiter auszuschalten, ist eine möglichst starke optische Vorvergrößerung nützlich; 
leider verlangt auch das wieder wie die oben besprochenen Kohärenzmaßnahmen eine 
besondere Verkängerung der Belichtungszeit. 3 

Die Aussonderung des zu benutzenden Spektralbereichs kann mit gewöhnlichen 
Gelatine-Anilinfarbenfiltern geschehen (z. B. Auramin + Eosin oder Naphtolgrün). 
Am besten benutzt man einen nur für das Blau empfindlichen Film und kann dann oft 
jedes Filter sparen. 


2. Anmerkung zur Theorie des Minimumschlierenverfahrens 

Die Unabhängigkeit der Abbildung einzelner Flächenelemente ist gerade bei Schlieren- 
verfahren eine rn re Voraussetzung, als es zunächst den Anschein haben mag. 
In der vom Verfasser in oben genannten Veröffentlichungen [Fußnote *)] benutzten 
Theorie, die der von Zernike für sein Phasenkontrastverfahren entwickelten analog ist, 
wird’ das Schlierenobjekt beschrieben durch die komplexe ,,Objektfunktion‘‘ O (x); sie 
gibt die Lichterregung in einer Ebene unmittelbar hinter dem Objekt nach Amplitude 
und Phase. Wird in der Beobachtungsebene dem Bildpunkt des Objektpunktes x eben- 
falls die Koordinate x (unter passender Wahl der Einheit) zugewiesen, so gibt jene Theorie 
als Amplitude des Minimumschlierenbildes 
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Da der Kern an ¢ = x einen Pol hat, wirkt sich auf das Bild besonders das Verhalten 
des Objekts in der Umgebung des zugehörigen Objektpunktes x aus; das ist im Sinne 
unserer Voraussetzung. 

Die in den oben genannten Veröffentlichungen gegebenen Beispiele von Objekten 
rechteckigen oder elliptischen Querschnitts zeigen aber auch, daß u. U. Einflüsse weiter 
entfernter Objektteile sich geltend machen können; z. B. wirken sich auch in entfernteren 
Objektteilen irgendwelche Unstetigkeitsstellen des Objekts oder alle Stellen mit starker 

derung des O(g) aus. Das ist auch ohne Rechnung aus (1) unmittelbar zu ersehen. 
Von dem Auflösungsvermögen, das die Abbildung ohne Schlierenblende hätte, ist diese 
Erscheinung weitgehend unabhängig. 

Die in dieser Arbeit benutzte Näherungsmethode hat also bei gewissen Objekten 
durchaus ihre Schwächen. Trotzdem bleibt der Wert des Minimumschlierenverfahrens 
auch in solchen Fällen bestehen; nur wird man statt der üblichen und vom Verfasser hier 
übernommenen Isokamptenmethode dann zweckmäßig aus der Bildfunktion B, (x) 
auf die Objektfunktion 0(x) mit Hilfe der Integralgleichung (1) schließen. Die Lig 
dieser Integralgleichung und die Anwendung dieser Methode auf die Praxis soll jedoch 
im Zusammenhange mit jenen Arbeiten über mikroskopische Methoden mitgeteilt werden. 


3. Historische Bemerkung 


Verfasser erfuhr nach Abschluß seinerUntersuchungen, daß Zernike die Verwen- 
dung einer 180°-Phasenplatte statt der Toeplerschen Schneide bereits gedanklich als 
didaktische Überleitung zu seiner Phasenplatte beiläufig betrachtet hat. Zernike hat 
jedoch der 180°-Phasenplatte irrtümlich dieselbe Wirkung wie der Schneide zugeschrieben 
und ihr deshalb keine Bedeutung beigemessen. Er schreibt in Monthly Notices of RAS. 94, 
Nr. 5, p. 377—384, 1934: „The surface waves will also appear, when one of the systems 
of interference fringes is shiftet by half a fringe with respect to the other. We may attain 
this by reversing the phase of one of the lateral spektra by means of a glass plate with 
two halve sof slightly different thicknesses. such a ,,phase reversing plate‘‘ will evidently 
have the same effect as a knife-edge, as ist leaves one of the systems of fringes unchanged. 


Verfasser dankt dem Direktor des Instituts, Herrn Professor Dr. Lochte- 
Holtgreven, für die großzügige Überlassung von Geräten und Arbeitsräumen. 


Kiel, Institut für Experimentalphysik der Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 27. Januar 1950.) 
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Einige zusammenfassende Bemerkungen 
über Stromgrößenmessungen mittels Elektronenröhrenverstärker 


Von Wolfgang Böer 
(Mit 6 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Bekanntlich reicht es nicht aus bei Begrenzung der Meßempfindlichkeit durch 
statistische Schwankungseffekte als Maß für die Empfindlichkeitsgrenze eines 
Meßgerätes eine Stromgröße anzugeben, da diese um so genauer bestimmt werden 
kann, je länger sie gemessen wird. Es ist daher notwendig anzugeben, wie lange 
eine Stromgröße vorgelegen haben muß, um meßbar zu sein. Aus dieser Über- 
legung heraus werden zwei Konstanten des Meßgerätes definiert, das elektrische 
Auflösungsvermögen und die Impulsempfindlichkeit, aus welchen die Grenz- 
meßgrößen einerseits errechnet und überdies verschiedene Gruppen von Meß- 
instrumenten untereinander verglichen werden können. 

An Hand einer eingehenden Betrachtung von Schwankungseffekten bei ver- 
schiedenen Verstärkergruppen lassen sich die Grenzkonstanten für Spahnungs- 
verstärker geringen und hohen Eingangswiderstandes, für Strom- und für La- 
dungsverstärker abschätzen. Daraus ergeben sich die Meßgrenzen, die für Span- 
nung, Strom und Ladung angegeben werden. 

Die Untersuchung beschränkt sich auf die Verwendung heute bekannter 
Röhren bei allgemeinstem Aufbau der Verstärker. 


Einleitung 


Zur Messung geringer Stromgrößen!) sind heute zwei grundsätzlich verschie- 
dene Wege bekannt, die direkte Umwandlung in mechanische Energie z. B. im 
Galvanometer bzw. Elektrometer (auch die Millikan-Methode würde hierzu zählen) 
und die Anzeige erst nach vorheriger elektrischer Verstärkung, letztere mit Hilfe 
von Elektronenröhren. 

Der Messung von Stromgrößen sind nun, wie aus der Erfahrung folgt, trotz 
Verfeinerung der Meßmethoden Grenzen gesetzt, die nicht mehr ausschließlich 
vom Aufbau der Anzeige- bzw. Verstärkereinrichtung abhängen. So sind mit 
Galvanometern Ströme unter 10-1: A®)®) und Spannungen unter 10-*V nur 
durch Mittelwertbildung über ungewöhnlich lange Meßzeiten festzustellen. 


!) Unter einer Strömgröße sei der zusammenfassende Begriff für Spannung, Strom 
und Ladung verstanden. ~ 

*) C.G. Abbot, Astrophys. Journ. 18, 1 (1903). 

®) F.Zernicke, Z. Physik 40, 628 (1926). \ 
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(vgl. *°)). Elektrostatistisch liegt die Grenze für gerade noch nachweisbar 
Spannungen bei 10 V, die z. B. mit einem Duantenelektrometer erreicht werden 
kann"). Mittels Elektronenröhrenverstärker sind Ströme bis 10-16 A noch 
meßbar und mit Hilfe einiger Kunstgriffe Spannungen bis 10 Vız-ı7), 

Diese unterschiedlichen Grenzen sind, wie später gezeigt wird, nur zum Teil 
vom Aufbau des Instrumentes abhängig; grundsätzlich sind sie jedoch durch 
statistische Elektronenschwankungserscheinungen gegeben. Hierdurch auftre- 
tende Stromschwankungen überlagern sich den Meßstromgrößen und beschrän- 
ken Größe und Dauer noch wahrnehmbarer Meßimpulse. 

Für Galvanometer hat Ising unter Zugrundelegung Brownscher Molekül- 
stöße diese Schwankungsströme im Innern des Systems ausgerechnet 18)1), Es ist 


(1) 


wenn t’ die Schwingungszeit, R, der Widerstand des Systems und k die Boltz- 
mannsche Konstante ist.’ Czerny erhielt jedoch später auf Grund rein elektro- 
nischer Schwankungen dasselbe Ergebnis 2°). 

Betrachtungen von Zernicke®)*), wonach die Coenniaghindlbahienis von 
Galvanometern diesem Schwankungsstrom gleichgesetzt wird, kénnen jedoch 
keinen absoluten Charakter tragen; denn es ist klar, daß bei rein statistischen 
Schwankungen eine Stromgröße um so genauer bestimmt werden kann, je länger 
sie gemessen wird. Es genügt also nicht, als Meßgrenze den Wert einer Strom- 
größe anzugeben, sondern man benötigt zusätzlich die Angabe, wie lange diese 
Stromgröße vorgelegen haben muß, um meßbar zu sein. 

Es sollen daher im Folgenden zwei Größen definiert werden, die Konstanten 
des Meßinstrumentes sind und eine Beziehung zwischen @röße und Dauer gerade 
noch meßbarer Stromgrößen herstellen, und die es überdies erlauben verschie- 
dene Instrumente miteinander zu vergleichen. 


Das elektrische Auflösungsvermögen und die Impulsempfindlichkeit 


Es soll als elektrisches Auflösungsvermögen eines Meßgerätes eine Größe 
definiert werden, die angibt, welche Mindestdifferenz zwei verschiedene Strom- 
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Instrum. 11, 346 (1940). 
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größen von der Dauer 1 [sec.] haben müssen, um noch als verschieden erkennbar 
zu sein. 

Zur Ableitung des mathematischen Ausdrucks für das Auflösungsvermögen 
ist folgende einschränkende Annahme zu machen: Die Länge t der Stromgröße, 
bzw. Meßzeit sei groß gegen die Zeitkonstante t des Meßgerätes, damit die An- 
wendung der Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung gerechtfertigt ist. 

Es sei nun @ der Mittelwert der schwankenden Ruhestromgröße, und es werden 
pro Zeiteinheit N voneinander unabhängige Meßpunkte aufgenommen. Dann 
sind formal alle Stromgrößen 


a, >a =a—a (2) 
nachweisbar, wenn 
2 a? 
(3) 


ist. Die Anzahl N der pro Zeiteinheit unabhängigen Meßpunkte ist gegeben 
durch die Relation 


N<t. (4) 


Also gilt für die Größe einer gerade noch nachweisbaren Stromgröße, die während 
der Zeit t der Messung zur Verfügung steht 
9 


2 
(5) 


Soll Überdies a, gemessen und mit einem prozentualen Fehler von x bestimmt 
werden, so muß gelten 


(5a) 
Als elektrisches Auflösungsvermögen möge daher 
A,' = 2a? - sec] (6) 


definiert werden, indem in (5a) für ¢= 1 und aus Erfahrungsgründen x = 0,5 
gesetzt wird. Die Einführung des reziproken Auflösungsvermögens entspricht 
dem Sprachgebrauch, indem unter der Vergrößerung des Auflösungsvermögens 
die Erreichung einer größeren Empfindlichkeit verstanden wird. 

Es wäre nun Aufgabe für die der Betrachtung obliegenden Meßinstrumente 
Grenzauflösungsvermögen anzugeben, die ‚nicht überschritten werden können. 
Infolge der Abhängigkeit der Schwankungsströme von der Zeitkonstanten des 
Gerätes, wodurch diese nicht mehr im Ausdruck für das Auflösungsvermögen 
erscheint, erweist es sich jedoch als zweckmäßig, noch eine weitere Konstante 
des Gerätes zu definieren. Diese erlaubt es dann, die verschiedenen Gruppen 
von Instrumenten untereinander zu vergleichen und ist gewissermaßen ein Maß 
für die Güte derselben. ‘ 

Es möge als Impulsempfindlichkeit 


A,= A, [a~* - sec~*] (7) 


T 


F 
erden 
noch | 
2 Teil 4 
durch 
uftre- 
hrän- 
lekül- 
Es ist 
oltz- 
ktro- 
»doch 
schen 3 | 
Änger 
| 
diese 
inten 
>rade 
;chie- 
| 
röße 
Tom- 
k 34, 
13* 


196 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 7. 1950 
definiert werden. Nach (6) und (7) errechnen sich aus den beiden Instrumentkon- 
stanten A und A die zu beobachtenden Grenzgrößen zu 


‘1 
1, =4, tan = 0 


Aus einfachen energetischen ‘und thermodynamischen Betrachtungen wäre zu 
erwarten, daß sofern es möglich ist, für eine Gruppe von Meßinstrumenten die 
Grenzkonstanten anzugeben, diese auch für alle anderen Gruppen gelten müßten, 
soweit die @Quelle der Schwankungserscheinungen hauptsächlich außerhalb des 
Instrumentes liegt. Das ist aber nicht der Fall, da die letzten Endes begrenzenden 
Schwankungserscheinungen ihren Entstehungsort innerhalb des Instrumentes 
haben. Jede Gruppe von Instrumenten unterscheidet sich aber wieder durch 
ihren physikalischen Aufbau, wodurch seinerseits die Größe der Schwankungs- 
effekte und damit die Instrumentkonstanten bestimmt werden. Daraus folgt, 
daß wenigstens für jede Gruppe von Instrumenten die Ableitung allgemein gül- 
tiger Grenzkonstanten möglich sein muß. 

Für Galvanometer ist das unter Benutzung der Ising-Formel nicht schwer. 
Es folgt z. B. für das Auflösungsvermögen 


und 


Wegen der für empfindliche Galvanometer benutzten relativ starken Dämp- 
fung?) ¢)2°)*!) kann jedoch in erster Näherung 7’ = r gesetzt werden, und es ergibt 
sich -so für das Grenzauflösungsvermögen 


1 
€ 
- Für die Impulsempfindlichkeit von Galvanometern folgt demnach 
FR, 1 
und A (12) 


Bei der Errechnung der Grenzmeßgrößen bleibt zu berücksichtigen, daß zur 
Ableitung von (11) {>r vorausgesetzt wurde, da sich sonst bei den gewöhn- 
lich recht großen Zeitkonstanten leicht falsche Resultate ergeben. 

Die Grenzkonstanten werden demnach beim Galvanometer durch die Größe 
des Widerstandes R, und der Schwingungsdauer 7’ bestimmt, die aus praktischen 
Gründen innerhalb gewisser Grenzen festliegen. 

Zur Bestimmung der Grenzkonstanten für Elektronenröhrenverstärker ist es 
nötig, einer der Gleichung (1) entsprechende Beziehung abzuleiten, welche die 
Restschwankungseffekte numerisch abschätzt. Es werden daher im Folgenden 
die für Elektronenröhrenverstärker wesentlichen Schwankungserscheinungep in 
der Absicht aufgeführt, zu zeigen, unter welchen Bedingungen diese Schwan- 
kungen besonders klein werden und diesen Wert, welcher der Ising-Formel ent- 
spricht, anzugeben. 


21) G. Passoth, Ann. Physik 42, 35 u. 49 (1942). 
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ntkon- Elektronenschwangungserscheinungen 


Die Schwankungseffekte lassen sich in drei Gruppen trennen, je nachdem sie 
in Hilfsspannungsquellen, Widerständen oder Röhren auftreten. Außerdem ist 
(8) # eine Trennung in rein statistische Effekte und Schwankungen durch nichtsta- 
| tistische Veränderungen elektrischer Eigenschaften yon Schaltteilen möglich, 


worüber folgende Tabelle Aufschluß gibt: 


Entstehungsort | Ursache der Schwankungseffekte 

äre = | Durch Entladungszustand bedingter Spannungsabfall 

en die | (sog. Makrostörungen) 

üßten Hilfsspannungsquellen | 

Ib an | Ablésung von Gasperlen usw. (statistischer Art) 

de (sog. Mikrostérungen) 

‚enden 
Änd ron R, L und € z.B.durch Temperatur- 

Widerständ 

cungs- Statistische Elektronenschwankungen (Rauschen) 

folgt, Alterung der Röhre, Änderung der Röhrendaten durch 

n gül- # Elektronenröhren _Temperatur u.ä. 
Röhrenrauscheffekte (statistischer Art) 

shwer. 


Die nachfolgenden Betrachtungen beziehen sich auf die Anfangsstufe, da 
(10) nach der ersten Verstärkung die Schwankungseffekte des Eingangs mindestens 

eine Zehnerpotenz über denen der folgenden Stufe liegen, diese also nur einen 
)ämp- wesentlich geringeren Beitrag zur Gesamtschwankung geben. 


A) Sehwankungserscheinungen der Hilfsspannungsquellen 


(11) Als Hilfsspannungsquellen kommen Heiz- und Anodenbatterien in Frage). 
1. Durch eine Stromentnahme sinkt die Spannung monoton mit der Zeit**). 
Als Folge davon macht sich eine Inkonstanz des Nullpunktes bei Kompensations- 
_ schaltungen bemerkbar. Da aus Gründen geringer Kathodentemperatur (vgl. 
(12) §.201) Eingangsröhren meist indirekt geheizt werden, spielen Schwankungser- 
scheinungen der Heizspannungsquelle eine untergeordnete Rolle. Bei der Anoden- 
8 sr batterie bedeutet jedoch ein Sinken der Spannung um wu, eine Spannungsände- 
vöhn- rung Au=u,R,/(R,+ R,) am Außenwiderstand R, der Röhre (R, = Innen- 
widerstand der Röhre), in praxi also von derselben Größenordnung wie u,. 


röße Sollen also Spannungen von u=10-7V am Gitter gemessen werden 
schen können, so muß wegen des nichtstatistischen Charakters dieser Störung 

|Auj<|uR,/D-(R, + R,)| oder sein. Das bedingt 
ed eine relative Spannungskonstanz der Anodenspannungsquelle von 10%... 10”. 
e die Nach Messungen von Jäger und Kussmann’) beträgt der Spannungsabfall 


‚nden eines 2 V Bleiakkumulators von 25 Ah bei einer Belastung von 0,3 A in 200 sec 
op in etwa 10V. Bei Beachtung entsprechender Vorsichtsmaßnahmen (großkapa- 
dren- ätive Akkumulatoren, konstante Temperatur) ist eine Erreichung der geforderten. 
Spannungskonstanz möglich. 


_ ”°) Netzbetrieb scheidet wegen einer zu verlangenden Konstanz auf 107 aus, da 
bislang keine Stabilisationsschaltung liefern kann. 
3) Müller u. Dürichen, Z. Elektrochem. 42, 31 (1936). 


ergibt 
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. 

2. Statistische Schwankungserscheinungen treten bei Batterien sowohl durch 
Ablösung kleinster Gasperlen oder ähnlicher Effekte (niederfrequent) als auch 
durch Elektronenschwankungen auf. Die Größe jener Effekte liegt nach eigenen 
Messungen für Akkumulatoren (R, = 0,2 Ohm, 
V = 100 V) bei etwa 10%...3-10V. Eine 
Verringerung dieser Schwankungen wäre nach 
Abb. 1 möglich, welche jedoch den Nachteil 
hat, hochfrequente Schwankungen besser zu 
glätten als die an sich größeren und auch aus 
anderen Gründen (Durchlaßbandbreite des 
Empfängers) störenderen niederfrequenten 
Schwankungen. 

Danach ist in erster Näherung (da R, >| Rel) 


» 
Q 


wobei ug, und u;, die jeweils den Gleich- 
spannungen überlagerten Schwankungsspan- 


I 
Ze 
iI 


) 


Abb. [. Schaltschema zur Unter- 
driickung von Schwankungser- 


scheinungen an Batterien nungen der Frequenz » sind. Sollen nun ; 


Fourieranteile der Frequenz », um den Fak- 
tor 10% geschwächt werden, so muß |R./R;| = 10% = 1/0, LC sein. Auch 
in diesem Falle läßt sich mit Ausnahme einiger sehr seltener Schwankungen 
die geforderte Spannungskonstanz allein durch die aus Abb. 1 ersichtlichen Mittel 
erreichen, da überdies gezeigt werden kann, daß die durch diese zusätzlich auf- 
tretenden Schwankungen jedenfalls klein gegen [ u;, dv bleiben. 

Av 


B) Schwankungserscheinungen an Widerständen 

Nullpunktsverschiebungen bei Kompensationsverstärkern, welche durch tem- 
peraturbedingte Änderung von Leitfähigkeit, Kapazität und Induktivität ent- 
stehen, sind bei sorgfältigem Arbeiten (Ausschaltung von direkter Erwärmung 
durch Röhren oder überlastete Widerstände) sehr gering und können gegen andere 
Effekte vernachlässigt werden). 

Nicht zu vernachlässigen sind jedoch Thermo- und Kontaktpotentiale, wie 
sie z. B. durch die häufig verwandte Lötung Kupfer—Messing oder bei Schaltern 
im Eingang auftreten. So liegt die Thermokraft bei Kupfer—Messing für 1°C 
Temperaturdifferenz bereits bei 10” V, bei Kupfer-Konstanten, was oft durch 
Verwendung konstantangewickelter Potentiometer Im Kathodenweg vorkommt, 
liegt sie jedoch für 10-1 °C bereits bei 10%V. Zur Verkleinerung dieser Fehler- 
quelle ist es daher unbedingt nötig, die Übergangslötstellen direkt nebeneinander- 
zulegen, was besonders bei Potentiometern nicht leicht zu erreichen ist. 

In derselben Größenordnung liegen die Kontaktpotentiale bei gewöhnlichen 
Schaltern. Diese sind daher im Eingang nach Möglichkeit ganz fortzulassen, 
oder müssen mit Kupfer-Kupfer-Kontakten unter Paraffinöl arbeiten. 

2. Durch statistische Elektronenschwankungen entsteht das bekannte Wider- 
standsrauschen, für welche Nyquist die zu erwartende Schwankung ausgerech- 


24) Die Verwendung von Schaltteilen mit möglichst kleinem Temperaturgang wird 
als selbstverständlich vorausgesetzt. 
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net hat?5)2). Es ist 
W=4kT Rd. (13) 


Fü = 0 folgt daraus 


4k TR Ay (14) 


die Rauschgleichung für reelle Widerstände. Die Rauschgrößen für Schwingungs- 
kreise und andere nicht reelle Widerstände erhält man nach Feldtkeller?’) 
aus (13) indem für R der Realteil des komplexen Scheinwiderstandes eingesetzt 


wird. Für den Schwingungskreis nach Abb. 2 gilt 
G 

BR) = (16) | 
wobei G = 1/R ist. Für ein schmales Frequenzintervall 
(dw <<») läßt sich dann (13) sehr leicht integrieren R P © 
und es folgt aus L cl. 

Gh 
| (16) 
für 1 
0 
Abb. 2. Schwin S- 
= arctg (22 RC AM). (17) mit 


Hierbei bedeutet Av das Frequenzintervall, das verstärkt wird ry damit der 
Messung zur Verfügung steht. Aus (14) und (17), folgt demnach, daß, soweit 
Widerstände im Eingang verwandt werden, zur selektiven Verstärkung über- 
gegangen werden sollte. 


Für Schwingkreise kann durch geeignete Wahl von L,C,R und 4 — erreicht 


werden, daß die Rauschgrößen kleiner bleiben als die im Bilpeden i zu erwäh- 
nenden Röhrenrauscheffekte. Für reelle Widerstände kann man direkt angeben, 
daß dazu R< R, sein muß, wobei R der Eingangswiderstand und R, der später 
beschriebene Äquivalentrauschwiderstand der Röhre ist. 

Es empfiehlt sich daher bei der Betrachtung von Schwankungseffekten in 
Elektronenréhren entsprechend dem Eingangswiderstand (bzw. Innenwider- 
stand der Meßspannungsquelie) gi Verstärker in drei Gruppen zu trennen, je 


nachdem Rz < R,, R;< — und Rp >a ist, wobei t, die Laufzeit der 
Elektroneh im Rohr und C, die Ps. Gitterkapasität bedeutet. Im zweiten 


Falle lassen sich die Grenzkonstanten aus Rz mittels (14) berechnen. Die Fälle 1 
und 3 werden in der folgenden Diskussion getrennt behandelt. 


C) Schwankungseffekte in Elektronenröhren 
1. Durch natürliche Alterung der Röhren und durch Veränderung der Geo- 
metrie des Systems infolge Erwärmung und Erschütterung sind zwei Schwan- 


%) H.Nyquest, Physic. Rev. 32, 110 (1928). 
*) C.J. Bakker u. G.Heller, Physica 6, 262 (1939). 
”) R. Feldtkeller, Siem. -Verdff. a. d. Geb. d. Nachr.-Techn. 6, VII/4 (1936). 
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kungsursachen gegeben, die bislang kaum beachtet, bei Kompensationsverstär- 
kern zu bedeutender Inkonstanz des Nullpunktes führen können. Bei einer 
Änderung des Innenwiderstandes um nur R = 10-1 Ohm ändert sich bei R,= 

= 10° Ohm, R; = 10° Ohm und U, = 10° V die Spannung an R, bereits um 
10-5 V, da (val. Abb. 3) 

ist. 

Bei einer Lebensdauer von 10‘h sind Innenwiderstandsänderungen von etwa 
50%, zu erwarten, was einer Spannungsänderung an R, von 


uR,R 

9 
u oder unter Benutzung der obigen Werte von etwa 5V ent- 

Ra a spricht. Es wird also allein durch die natürliche Alterung 
| bedingt eine Konstanz von 10-5 V unter der Annahmen einer 
linearen Alterungskurve nur während etwa jeweils 10? sec er- 

reicht werden können. Praktisch kommt man jedoch zu etwas 
längeren Zeiten, da die Alterungskurve nicht linear verläuft, 
wenn man im zweiten Sechstel des Röhrenlebensalters arbeitet. 


Ähnlich liegen die Verhältnisse auch während des Anheizens 
durch die Änderung der Systemgeometrie infolge Thertio- 
dilatation; es kann aber hier eine Beruhigung nach Erreichen 
des thermischen Gleichgewichtes abgewartet’ werden (etwa 
108 sec). 


Abb. 3 


C) I. Röhrenrauscheffekte bei praktisch geerdetem Gitter 
1. Der wichtigste und am längsten bekannte Rauscheffekt ist der Schrot- 
effekt. Infolge unregelmäßigen Elektronenaustritts ist bei einer Diode im Sätti- 
gungsfalle bei Frequenzen < 10° Hz (d.h. klein gegen die Elektronenlaufzeit im 
Rohr) nach wise ta mit einer Schwankung des Anodenstromes von 


= 2eI, Av (20) 


(e = Elementarladung) zu rechnen. "Die Größe der Schwankung ist also analog 
(14) unabhängig von der Lage des Bandes im Frequenzspektrum, sondern ledig- 
lich abhängig von der Bandbreite **). 

Arbeitet man wie bei Gitterröhren gewöhnlich im raumladungsbegrenzten 
Gebiet, so tritt eine Schwächung des Schroteffektes ein ®), für die nach Schottky 
und Spenke®!) gilt 

96r 
™ Ay, (21) 


dU 
wobei 7’, die Kathodentemperatur, R, der differentielle Innenwiderstand - a 


und F der von Rothe*) eingeführte lineare Were ist. 


28) W. Schottky, Ann. Physik 57, 541 (1918); 68, 157 (1922 
2) N.H. Williams u. H.B B. Vincent, Physic. Rev. 28, 1250 (1986). 
30) H.Rothe u. W. Kleen, Elektr.-R. als Anf. -Stufenverst. , 2. Aufl. 1948, S. 274¢f. 
31) W. Schottky, Spenke, Jakoby u. Kirchgessner, Wiss. Veröff. Siemens- 
Konzern 16,2, 1, 19 u. 42 (1937). 
32) H. Rothe u. C. Plato, Telefunkenröhre, H.7, 92 (1936). 
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Mit Hilfe von Steuerschärfe o (0,5 << o < 1) und der Steilheit S läßt sich (21) 


2,6k 
o 
Gitterrauschspannung 
26k 
oS 
Durch Gleichsetzen von 
(14) mit (22) ist es möglich 
einen Äquivalentwiderstand 
zu definieren, der an das 
Gitter gelegt, dieselbe 
Rauschspannung bei Zim- 
mertemperatur 7%, liefern 
würde wie die Röhre Ry = 
0,65 T,/o ST, und es folgt 


4kT,RaAv. - (23) 


Die Gleichungen (20) bis (22) 
sind unter stark idealisieren- 
den Bedingungen (Vernach- 
lässigung der Randbeein- 
flussung, konstanter Durch- 
griff, planparallele Elektro- 
den) abgeleitet worden. 

2. Bei Röhren mit Ka- 
thoden nicht einheitlicher 
Oberfläche (z. B. Oxydka- 
thoden) tritt eine von John- 
son®) entdeckte zusätz- 
liche Schwankungserschei- 
nung auf, die bei Frequen- 
zen <10kHz den Schrot- 
effekt um einige Größen- 
ordnungen übertreffen kann. 
Sie wird als Funkeleffekt 
bezeichnet und ist vom 


umformen in = 


T, Av. (2) 


-ST,Av. Aus I,=S-u, folgt für die äquivalente 


Wolfram Moriert 
q Pastekathode| indir geh. 
2 Q Ba-Dampf 
Pastekathode dirgeh. 
1000 
RE2Y2 


5 100 2 5 1000 2 .5 10000 


Fhz 


Abb. 4. Funkeleffekt bei verschiedenen Kathoden. 
[Nach Rothe u. Kleen*®)] 


Schroteffekt experimentell nicht zu trennen. 


Theoretisch läßt sich über den Funkeleffekt außer durch einen nicht mehr 
ganz den heutigen Anschauungen entsprechenden Ansatz von Schottky®) nicht 
viel aussagen. Aus der Erfahrung ist bekannt, daß er neben seiner Frequenz- 
abhängigkeit von der Kathodensubstanz und deren Temperatur®) und der Größe 
des Röhrenvolumens abhängt. Er ist, wie Abb. 4 zeigt, für Reinmetallkathoden 
am kleinsten, für direkt geheizte Pastekathoden am größten. Außerdem ist er 
für Röhren mit großem Kolben kleiner als z. B. für Knopfröhren. 

Die Abschätzung erfolgt wieder mit Hilfe des Schwächungsfaktors F', der hier 
die Bedeutung eines additiven Vergleichsfaktors hat. Es ist 


(24) 


»)J. B. Johnson, Physic. Rev. 26, 71 (1925). 
34) W. Schottky, Physic. Rev. 28, 74 (1926); Physica 4, 175 (1937). 
3%) W. Graffunder, Telefunkenröhre 5, H.15, 41 (1939). 
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wobei Fx den Schrot- und Fy den Funkelanteil®) desselben darstellt. Es gilt dann 
für das empirisch feststellbare Gesamtrauschen 


2 
== Fz "as or . (25) 
Bei Frequenzen >10 kHz ist der Funkeleffekt klein gegen den Schroteffekt und 
kann gegen diesen vernachlässigt werden. 
3. Als anomaler Funkeleffekt wird das Rauschen durch Austreten positiver 
Ionen aus der Kathode bezeichnet?”), das sich an allen Kathoden, besonders 


aber an Wolfram- und Molybdänkathoden zeigt. Auch dieser Effekt zeigt im ' 


unteren Spektralgebiet besonders hohe Amplituden, so daß dort der Rauschpegel 
erhöht werden kann. Im Gebiet > 10 kHz liegt er unter dem Schroteffekt und 
kann gegen ihn vernachlässigt werden. 

4. Durch die Ionisierung des Restgases ist ein weiterer als Ionenrauschen 
bezeichneter Effekt gegeben, für dessen Größe der postive Gitterstrom maß- 
gebend ist. Der Effekt läßt sich prozentual zum Schroteffekt nach Thompson, 
North und Harris®) wie folgt abschätzen 


= 15-10. (26) 
Ug 

5. Die bisher aufgefiihrten Effekte sind unter der Voraussetzung betrachtet 
worden, daß der Laufzeitwinkel « = rw <1 ist, d.h. daß »< 10%... 10’ Hz 
ist. Bei höheren Frequenzen werden jene Schwankungsamplituden geringer. 
Dafür tritt ein neuer Effekt auf, das Influenzrauschen, da dann der zum Gitter 
fließende Strom eine Wirkkomponente besitzt, also durch Stromschwankungen 
zusätzlich auf dem Gitter Ladungen induziert werden. Nach Backer®) und 
North und Ferris®) ist 


ton (27) 
wenn 7%? das durch alle anderen Effekte hervorgerufene Stromschwankungsqua- 
drat ist. 

6. Eine Erhöhung des Rauschens tritt bei Schirmgitterröhren durch sta- 
tistisch schwankende Stromverteilung zwischen den auf positivem Potential be- 
findlichen Elektroden ein. Theoretisch ist dieser Effekt in seiner Größe leicht 
anzugeben *) *)#). Es ergibt sich für die zusätzliche Schwankung des Anoden- 
stromes 

was allerdings auch unter Vernachlässigung der Randstörungen abgeleitet wurde. 
Durch diese wird der Effekt jedoch höchstens geschwächt, so daß 


= Be (1 —6) Ay (29) 


= 2e 


36) Verglichen mit einer Diode im Sättigungsfalle. 

37) E.Spenke, Wiss. Veröff. Siemens-Konzern 17, 94 (1938). : 

3) B.F. Thompson, D.O.North u. Harris, RCA-ray 4, 269 u. 441 (199); 
6, 114 u. 505 (1941); 5, 106, 244 u. 371 (1940). 

3) C. J. Bakker, Physica 8, 23 (1941). 

40) D.O. North u. W.R. Ferris, Proc. Instn. Rad. Engr. 25, 49 (1941). 

#1) C.J. Bakker, Physica 5, 581 (1938). 
42) W. Schottky, Ann. Physik 32, 195 (1938). 
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gilt mit 0,5 < 6 < 1, was für jede Röhre empirisch zu ermitteln ist. Dieser Effekt 
kann den Rauschpegel ebenfalls beträchtlich erhöhen. (Abb. 5). 


7. Der Vollständigkeit halber 
sien noch zwei Effekte er- 
wähnt, die in modernen Röhren 
fast gänzlich ausgeschaltet wer- 
den konnten, das Rauschen 
durch Sekundäremission an Iso- 
latoren und das Isolations- 
rauschen. Treffen nämlich Elek- 
tronen auf positiv aufgeladene 
Isolatoren, so können, falls die 
Sekundärelektronenausbeute 
des Isolators größer als eins 
ist, zusätzlich große Schwan- 
kungen entstehen #4). Abhilfe 
wird durch geschlossene Aus- 
führung der Anode und durch 
geerdete Graphitierung der 
Glaskolbeninnenwandung ge- 
schaffen. Dem  Isolations- 
rauschen ist durch Verwendung 
guter Isolationsmaterialien zu 

begegnen. 


Das Gesamtrauschen von 
Röhren mit praktisch geerdetem 
Gitter läßt sich daher unter der 
Voraussetzung einer Frequenz- 
einschränkung 10°<»,< 106 Hz 
wie folgt schreiben: 


ie) (30) 
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Abb. 5. Schwächungsfaktor und Aquivalentwider- 

stand der AF 100. Die ausgezogenen Kurven sind 

bei Triodenschaltung gemessen. [Nach Rothe 
u. Kleen®P)] 


oder unter Berücksichtigung der Tatsache, daß alle Effekte proportional der 
Wurzel aus der Bandbreite sind ®) 


us R, Av. (31) 


Dieser Aquivalentwiderstand ist direkt meßbar und ist daher in den Röhren- 
kenndaten angegeben (vgl. Abb. 5). 


#) G.Jobst u. F.Sammer, 


Telefunkenröhre 1, H.1, 8 (1934). 


“) M.Knoll, Z. techn. Physik 11, 467 (1935). 

*) K.A.Macfadyen, Wirel: Engineering 15, 310 (1938). 
“) J.L. Jonker, Phil. techn. Rdsch. 8, 2 (1938). 

*) W.Molthan, Z. techn. Physik 14, 546 (1933). 

“) Gleichung (31) gilt nur für konstante Temperatur. 
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C) II. Röhrenrauscheffekte bei praktisch freiem Gitter 


Zur Messung von Spannungen aus Spannungsquellen sehr hohen Innenwider- 
standes, oder, was praktisch auf dasselbe hinausläuft, zur Messung von Strömen 
oder Ladungen ist man gezwungen mit sehr hohen Gitterableitwiderstand oder 
mit freiem Gitter) (floating grid) zu arbeiten. Die hierzu geeigneten Röhren 
(Elektrometerröhren) zeigen einen ganz anderen Rauschcharakter als die bisher 
behandelten rauscharmen Röhren. So beträgt der Äquivalentwiderstand, der bei 
rauscharmen Röhren in der Größenordnung von 10% Ohm liegt, hier etwa 10 
bis 10° Ohm. Außerdem genügt es nicht mehr, nur den reellen Gitterableitwider- 
stand als Rauschquelle zu betrachten 50-58), 

1. Schwankungserscheinungen am Eingangswiderstand. Infolge der Größe 
des Eingangswiderstandes R, ist dieser zusammengesetzt zu denken aus dem 
Gitterableitwiderstand R, (der fehlen kann), dem Isolationswiderstand der Röhre 
R, und dem inneren Gitterwiderstand durch Elektronenströmung R,,, so daß 


1 1 1 1 
wird. Unter Verwendung der dynamischen Gitterkapazität 
R, R, \ 
(33) 


da R,C, >, die Laufzeit der Elektronen im Rohr ist, wird der Realteil des 
komplexen Scheinwiderstandes der Gitter-Kathodenstrecke, der jetzt an die 
Stelle des reellen Gitterwiderstandes treten muß 


R, 


1 + 4270? (34) 
Damit wird das Schwankungsquadrat am Gitter 
j dy 
UR= 4kT R, | i+ dnp cz R: (35) 
| 
oder integriert 
22 R, C, Av 
UR= Arete + dat (36) 


Da jedoch nur Fälle von 42° R}C}r°>>1 praktisch interessieren, vereinfacht 
sich (36) zu 
~ 4kT Av 
RR, 
2. Der Schroteffekt des Anodenstromes wird am zweckmaBigsten durch den 
Gitteräquivalentwiderstand ausgedrückt und liegt, wie oben erwähnt bei Elek- 
trometerröhren bei 10%... 10”Ohm. Es gilt 


(37) 


uR,—=4kT Ry Av. (38) 
4°) Als Gitterableitwiderstand fungiert hier der Innenwiderstand der Gitter- 
Kathodenstrecke. 

50) L. Hafstad, Physic. Rev. 44, 201 (1933). 

51) M. J. Strutt u. A.van der Ziel, Physica 8, 576 (1941). 

52) M. J. Strutt u. A.van der Ziel, Physica 9, 513 u. 177 (1942). 
53) H. Franz, Telefunkenröhre 8, H. 24/25, S.35 (1942). 
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3. Der Schroteffekt des Gitterstromes erzeugt am Gitterwiderstand R, in- 
folge der Größe desselben eine ebenfalls beträchtliche Schwankung. Dabei setzt 
sich der Gitterstrom J, aus drei Komponenten zusammen, dem Ionenstrom J; 
und dem Anlaufstrom J, zum Gitter und dem vom Gitter reemittierten Elek- 


tronenstrom J, 
T, = |Ir|+|La|+ |Z], (39) 


wobei J; infolge der unter der Anregungsenergie liegenden Betriebsspannung 
der Röhre vernachlässigt werden kann. Für die Größe des Gitterstromschrot- 
effektes folgt damit 


vs 


dy 


| (40) 
oder wegen der gieichen Voraussetzungen wie für (37) 
— _ 2el, Av 


4. Alle anderen Rauscheffekte sind zu vernachlässigen, da hier nur mit sehr 
geringen Anodenspannungen- gearbeitet wird und überdies sowohl Anodenstrom 
als auch Steilheit der Röhre sehr klein gegen die entsprechenden Daten der sonst 
gebräuchlichen Röhren sind. 

Das Gesamtrauschen von Elektrometerröhren läßt sich demnach wie folgt 
schreiben 

4k T Rat (£+5:7%)]- (42) 


©, Ws 


Spannungsverstirker für Meßspannungsquellen geringen Innenwiderstandes 


Aus der Tatsache, daß 1. alle Schwankungseffekte in ihrer Größe proportional 
der Wurzel aus der Verstärkerbandbreite, d.h. der Breite des Frequenzbandes 
sind, das zur Verstärkung kommt und 2.in einem gewissen Frequenzbereich 
funter Berücksichtigung von Schwingkreisrauschen, der beiden Funkeleffekte 
und des Influenzrauschens muß 50 kHz < vopt < 500 kHz sein) die am Ende 
störende Summe aller Effekte besonders klein wird, ergibt sich die Notwendig- 
keit zur selektiven Verstärkung überzugehen und die Resonanzfrequenz inner- 
halb des optimalen Frequenzbereiches zu wählen ®). 

Sollen Gleichspannungen bzw. Gleichspannungsimpulse, bei denen nicht 
Fourieranteile bestimmter Frequenz interessieren, verstärkt werden, so ist man, 
solange man mit geringen Eingangswiderständen arbeitet, gezwungen, eine Um- 
formung in Wechselimpulse definierter Frequenz vorzunehmen, die selbstver- 
ständlich kurz gegen die Länge der kürzesten interessierenden Gleichspannungs- 
impulse sein muß. Eine Kontaktunterbrechung kommt infolge hoher Kontakt- 
und Thermopotentiale nur bis etwa 10* V in Frage. Für geringere Spannungen 
ist nur der elektrische Weg möglich; hier nach zwei Methoden: der Überlagerung 
einer Wechselspannung mit konstanter Amplitude (Abb. 6b), oder der elektri- 
schen Umformung in eine Wechselspannung mit einer der Gleichspannung pro- 
portionalen Amplitude (Abb. 6a). 


..%) Eine Begrenzung des Frequenzbandes ist natürlich ebenfalls, jedoch nicht so 
— wie durch Resonanzkreisselektierung unter Verwendung von R-C-Gliedern 
möglich. 
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Beide Methoden sind experimentell verwendbar, erstere mit Hilfe eines, in | unt 
einer in Vorbereitung befindlichen Arbeit zu behandelnden Gegentaktgleich- R; 
richters, letztere mit Hilfe eines in der Literatur des öfteren beschriebenen variab- 
len Kondensators 555%), 

Unter Beachtung dieser Einschränkungen ist bei Verwendung entsprechender # An 
rauscharmer Eingangsröhren für einen Verstärker, soweit RE < Ra (Rz = Ein- 
gangswiderstand) der Rauschpegel und damit die Grenzkonstanten bestimmt 
durch R, mittels Gleichung (31). 


wok 

ie 

a 
AA 

UUUY ind 

a) b) 


Abb. 6. Umwandlung der MeBimpulse in Wechselimpulse definierter Frequenz (Re 


Fir RB <Rr<- a ist das Widerstandsrauschen des Eingangswiderstandes für 


den Rauschpegel 
Zur Berechnung der Grenzkonstanten folgt aus (31) durch Einsetzen in (6) 7 


und (7) 
Av 
2kT Ra 


Die Angabe der Grenzkonstanten nach Gleichung (43) setzt allerdings voraus, 
daß vor dem Eingang der Röhre keine rauscherhöhenden Schaltteile liegen, was § ™ | 
praktisch nicht erfüllt ist. Es kann aber gezeigt werden, daß bei sorgfältiger § “itt 
Auswahl derselben die dadurch erzeugte zusätzliche Schwankung gegen (31) ver- § zun 
nachlässigt werden kann (in Vorbereitung). stan 

Die Grenzkonstanten sind demnach nur abhängig vom Aquivalentwiderstand, f pro] 
dessen Abschätzung hier nicht durchgeführt werden soll. Für rauscharme Röhren § stid 
beträgt er bis etwa 500 Ohm. Damit werden A, * 101 [V-2sec-!] und § sel 
A,»&5:10%[V?see?], soweit man als Grenze für das zeitliche Auflésungs- § gan 
vermögen des Anzeigegerätes, da zur Messung jeder Meßpunkt ausgewertet werden 
muß, t = 10"? sec: angenommen wird. Hieraus folgt für die kleinste unter Ver- 


=4kTR, wd A,= (43) 


wendung heute vorhandener Röhren meßbare Spannung von der Dauer 1 sec, § Da 
soweit Rz Ry ist 
u, = 10° 
Spannungsverstärker für Meßspannungsquellen hohen Innenwiderstandes 
Zur Abschätzung des Resteffektes für diese Verstärkergruppe ist es notwendig, wid 
Gl. (42) zu diskptieren. Der Innenwiderstand der Spahnungsquelle sei R, und ist ” 
me 


sicherlich klein gegen R,, und R,, so daß R, ~ R; ist. Es ist demnach numerisch 


55) Le Caine und Waghorne, Canad. Journ. Res. 19, 21 (1941). 

56) von Heerden, Physica 11, 151 (1944). 

87) E.A. Johnson und A.G. Johnson, Physic. Rev. 50, 170 (1936). 

58) Hoffmann, Ber. Verh. Sachs. Akad. Wiss. 93, 40 (1941); 92, 133 (1940). 
5) Harteg u. Müller, Physica 11, 161 (1944). 
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unter Verwendung der optimalen Größen C,=10"F, J,=10-%A und 
R; = 10° Ohm 


1 
Wheat = 1,6 (Ry + haa) Av. (44) 


Auch der zweite Term von (44) kann gegen R, vernachlässigt werden, soweit » 
nicht zu klein wird. Es gilt also auch dann 

Ay=4kTR, (45) 

wobei dieses R, nicht mit dem Aquivalentwiderstand von (43) übereinstimmt. 

Zwischen den durch (43) und (45) gegebenen Extremfällen, in denen der jewei- 

lige Äquivalentwiderstand die Grenzkonstanten bestimmt, werden die Grenz- 


größen durch den Eingangswiderstand gegeben, und zwar für R< > durch (43), 
indem R, durch R zu ersetzen ist, und für R > a durch (44). 


Die kleinste unter Verwendung von Galvanometerréhren meßbare Spannung 
(Rg = 107 Ohm) beträgt 
= 


Für Innenwiderstände der Meßspannungsquelle zwischen 10* und 10° Ohm 
werden zweckmäßig Röhren verwandt, die in ihren Eigenschaften zwischen 
extrem rauscharmen und Galvanometerröhren liegen. Der entscheidende Rest- 
rauscheffekt liegt dann in seiner Größe zwischen (30) und (42). 


Messung von Strom und Ladung 


Bei Strommessungen gelten formal dieselben Rauschbeziehungen wie sie 
m (42) abgeleitet wurden. Nur wird man bestrebt sein, einen möglichst hohen 
Gitterableitwiderstand zu verwenden, da direkt nur eine Verstärkung von Span- 
nungen möglich ist. Diese ist bei gegebenem Strom proportional dem Wider- 
stand, während die an demselben Widerstand auftretende Rauschspannung nur 
proportional der Wurzel aus dem Widerstand ist. So erklärt sich, daß die floating- 
grid-Schaltung, bei der der höchst erreichbare Gitterwiderstand zur Verfügung 
steht, den besten Störabstand gibt. Das Stromschwankungsquadrat am Ein- 
gangswiderstand beträgt nach (42) 


Ak Av 1 1 
Rat — )]. (46) 
Da als optimales R, om 1013 Ohm gesetzt werden kann, folgt 
_ 16-109 Ay. (47) 


Eine Berechnung der Grenzkonstanten mit Hilfe dieses Wertes ist aber nicht 
ohne weiteres nach (6) und (7) möglich, da hier die Zeitkonstante durch Gitter- 
widerstand und Kapazität so groß wird, daß die Voraussetzung für die Berech- 
nung des elektrischen Auflösungsvermögens in der oben angegebenen Form nicht 
mehr erfüllt ist. 

Für C, = 10-41 F und R, = 10% Ohm beträgt t, = C,R, = 10? sec, und die 
mit Hilfe eines nachfolgenden Verstärkers mit einer Bandbreite von 10% Hz inner- 
halb dieses Zeitraumes angezeigten 10° Meßpunkte sind natürlich alle vonein- 
ander abhängig. Daraus folgt, daß die Grenzkonstanten mit dem Faktor 10% 
multipliziert werden müssen, um den richtigen Wert der Grenzmeßgrößen zu 
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erhalten. Es wird dann der jeweils auf 100 sec bezogene Wert der Grenzkon- 
stanten 


R 
= 4° 108% und (A,)ıo = 10-5 tk (48) 


Die geringste gerade noch nachweisbare Stromstärke von der Dauer 100 sec be- 
tragt demnach 
(t,):00 = 1,4 10-1 A. 


Nach einer Untersuchung von Johnson®) ist es jedoch möglich, durch Rück- 
kopplung eine Kapazitätsneutralisation der Gitterkapazität zu erreichen, wodurch 
eine Verringerung der Gitterkapazität um den Faktor 100 erreicht wird . 

Eine Aussage über eine eventuell dadurch mögliche Verbesserung der Grenz- 
werte kann jedoch erst dann erfolgen, wenn bekannt ist, inwieweit sich die Rausch- 
größen der Eingangsstufe durch diese Rückkopplung ändern. 

Zum direkten Ladungsnachweis ist die dynamische Gitterkapazität durch die 
Ladung Ag auf das Potential Au aufzuladen. Die Zeitkonstante des Eingangs 
wird hier ebenfalls wieder durch die Gitterkapazität.und den Ableitwiderstahd 
bestimmt, über den jedoch ohne Änderung der Rauschwerte, die nach (45) ledig- 
lich durch das Ry der Röhre bestimmt werden, in dem Bereich 10° < R,< 108 
Ohm frei verfügt werden kann. 

Aus dem Bestreben, möglichst kurze Impulse noch zeitlich aufzulösen, folgt, 
daß R, ~ 1/C,A» sein muß, wobei Av die mit 10° Hz angegebene Bandbreite des 
nachfolgenden Verstärkers ist. Es werden daher auch die Grenzwerte auf eine 
Zeit von 1073 sec zu beziehen sein, und es ergibt sich unter Benutzung des aus (45) 
folgenden Grenzwertes für (Au), und aus Au = Ag/C, für den kleinsten gerade 
noch nachweisbaren Ladungskomplex 

(Aq,)10-* = (Uy)10-2 = 5 10" Coul, 


was etwa 30 Elementarladungen entspricht. 

Die Grenzkonstanten und Grenzmeßgrößen sind unter Verwendung der 
Rauschdaten heute bekannter Röhren abgeleitet. Ob es theoretisch möglich 
wäre in diesem Zusammenhang besser geeignete Röhren zu konstruieren, soll 
hier nicht untersucht werden. Durch Verbesserung im Verstärkeraufbau für 
Spannungsverstärker ist jedoch keine Erhöhung der Empfindlichkeit zu erwarten. 
Andererseits stehen der Erreichung dieser Grenzgrößen noch einige technische 
Schwierigkeiten im Wege, die aber nicht grundsätzlicher Natur sind, so daß die 
oben angegebenen Werte tatsächlich erreicht werden können. 


Diese Arbeit wurde am II. Physikalischen Institut im Rahmen der Diplom- 
arbeit des Verfassers durchgeführt. 

Es sei mir an dieser Stelle gestattet, für die Ermöglichung dieser Arbeit 
und für wertvolle Anregungen Herrn Professor Dr. Rompe, Herrn Dr. Eder 
und Herrn Dr. Wittbrodt ganz besonders zu danken. 

6) A. Johnson, Astrophys. Journ. 107, 34 (1948). 

Berlin, II. Physikalisches Institut der Humboldt-Universität. 
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